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1 Calcul différentiel

,—‘ Objectifs :

1. Différentielle et gradient

2. Dérivées partielles et leur continuité
3. Chain rule
4

. Hessienne et approximation de second ordre

notations

e On note (z,y) =Y i xiy; = 2"y le produit scalaire Euclidien de z,y € R”

e La transposée d’une matrice A est notée AT.

e La notation x = o(hP) est équivalente & x = ||h||Pe(h) ol & est une fonction R” — R continue en 0
et £(0) = 0.
||| denote la norme Euclidienne : ||z|| = />, 7.
Pour une matrice symmétrique, H > 0 signifie que H est définie-positive, cad =T Hz > 0 pour
tout = non nul (ou encore toutes ses valeurs propres sont strictement positives).

Définition 1 (Différentielle et Jacobienne). Soit f : R™ — R™ et 2 € R. On dit que f est différentiable
en x si et seulement s’il existe une application linéaire J, : R™ — R™ tel que pour tout h € R™ :

f@+h) = f(x)+ Ju(h) + o(h) (1)
L’application J, est dite différentielle de f en x.
Comme J, est linéaire, elle peut étre représentée par une matrice Jp(x) € R™*™ appelée Jacobienne
de f et on a Jy(z);; = %(x)
Exemple 1. Soit A € R™™. La fonction linéaire f : x — Ax est différentiable et sa hessienne est donnée
par Jp(x) = A pour tout x € R". En effet, f(x + h) = A(zr + h) = Az + Ah = f(x) + Ah.

Définition 2 (Gradient d’une fonction scalaire). Soit f : R™ — R et x € R une fonction différentiable.
La différentielle de f en x est une application linéaire donc il existe a, € R™ tel que pour tout h € R™ :

f(x+h) = f(x) + (az, h) + o(h) (2)

Le vecteur a, est dit gradient de f en x et on note, pour tout x ot f est différentiable : Vf(z) = a,. En

plus, les coordonnées de V f(x) sont données par les dérivées partielles de f : V f(xz); = g—i(as)

Réciproque : si les dérivées partielles x — ng(x) existent et sont continues, alors f est différentiable

et son gradient est donné par V f(x) = (%(m))
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Exemple 2. La fonction f : x — |z||*> est différentiable et Vf(z) = z. En effet, 1|z + h|* =
sll@l® + (@, ) + 51h)? = f(2) + (@, h) + o(h).

Pour chercher la dérivée partielle d’une fonction f en xg suivant une direction u # 0, il suffit de

calculer la limite :
f(zo + hu) — f(=zg)
. 3)

L’exercice suivant montre que 'existence des dérivées partielles (sans leur continuité) ne garantit pas la
continuité de f — et donc sa différentiabilité.

lim
h—0

Exercice 1 (Mi-parcours 2018). Montrer que les deux fonctions suivantes admettent des dérivées partielles
en (0, 0) dans toutes les directions de R? sans pour autant étre continues en (0, 0).

1. flwy) = { y* log(|zl) if = # 0

0ifz=0
ooy — b S i (w) # (0,0)
& ’y)_{ 0 if (2,) = (0,0)

L’existence des dérivées partielles sans leur continuité est donc en général insuffisante pour avoir
la différentiabilité de f. De méme, si une fonction est différentiable, ses dérivées partielles ne sont pas
forcément continues. Lorsque c’est le cas, il s’agit du cas (plus fort) d’une fonction de classe C! :

Définition 3 (Fonction de classe C!). Soit f : R® — R. On dit que f est de Classe C! si f est différentiable
et ses dérivées partielles sont continues.

Proposition 1 (Chain rule). Soit f: R™ — R™ et g : R™ — RP deux applications différentiables. Leur
composée h = gof est différentiable et sa Jacobienne est donnée par le produit matriciel des Jacobiennes :

Tgof (€)= Jo(f(2)) T4 () (4)

Remark 1. Pour une fonction scalaire différentiable (cad & valeurs dans R), la Jacobienne est la transposée
du gradient. Dans la proposition ci-dessus, si g est scalaire (p = 1) alors h l'est aussi est on a :

Vh(z) = Jy(z)"Vg(f(z)) ()

Exemple 3 (Changement de variable linéaire). Dans la remarque ci-dessus, si f : x — Az avec A € R™"
alors : Vh(z) = ATVg(Ax).

Exercice 2 (Les classiques). On dit que x est un point stationnaire (ou point critique) d’une fonction f
différentiable en x si et seulement si V f(x) = 0. Soit a € R", b € R™ et A € R™*™. Soit une fonction
différentable g : R™ — R. Les fonctions suivantes sont-elles différentiables ¢ Donnez le gradient (La ot il

existe) et les points critiques éventuels des fonctions de R™ dans R suivantes en fonction de a,b, A et Vg.

1.z (a,z) =a'z

2. x> ||z
3.z ||Az — b||?
4. ©— g(Az)

5. x|z

Définition 4 (Hessienne d’une fonction scalaire). Soit f: R™ — R et © € R une fonction différentiable.
On dit que f est deux fois différentiable en x si et seulement s’il existe une forme bilinéaire symétrique
S:R"™ x R™ = R tel que pour tout h € R™ :
1
Fla+h) = f@) + (VF(@), h) + 5 Sa(h, h) + o(h?) (6)

Comme S, est bilinéaire symétrique, elle admet une représentation matricielle donnée par : Hy(x);; =
%é;j(x). Hy(x) est la Hessienne de f en x et (6) devient :

flx+h)=f(x)+Vf(z) h+ %hTHf(x)h+0(h2) (7)
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Remark 2 (Hessienne comme Jacobienne). L’écriture matricielle permet de voir la Hessienne comme la
Jacobienne de V f. Souvent, il est plus facile de retrouver la Hessienne a partir du gradient. S’il existe
une application linéaire J, telle que :

Vi(x+h)=Vf(x)+ Jy(h)+ o(h) (8)
Alors Hy(z) = J,.

Exercice 3. Calculez la Hessienne des fonctions 1 - 2 - 8 de l'exercice 2.

2 Optimisation sans contraintes

Objectifs :

1. Utiliser la coercivité pour montre ’existence de solution
2. Etude de points critiques avec les criteres de premier et second ordre

3. Convexité et courbure d’une fonction

2.1 Existence

Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable sur R™. On s’intéresse aux probleme :

min f(z) (9)

Le probleme (9) peut éventuellement ne pas admettre de solution, si par exemple f n’est pas minorée.
Une condition suffisante pour qu’une solution existe est la coercivité

Définition 5 (Coercivité). On dit que f est coercive si et seulement si : lim||y)| 5400 f(2) = 400
Proposition 2. Si une fonction continue f est coercive, alors le probléme (9) admet une solution.

Exemple 4. Soit a € R™ La fonction f : x + |z||* — (x,a) est coercive. Par l'inégalité de Cauchy-
Sclwartz : (z) > 2] = lal ] — +o0 when [l = +oc.

2.2 Etude de points critiques

Souvent, on se contente de trouver des solutions locales au probléme. S’il existe z* tel que f(a*) <
f(z) Va alors z* est un minimiseur global de f, solution de (9). S’il existe a* et r > 0 tel que
f(z*) < f(x) Vz|x—z*| <r alors z* est un minimiseur local de f.

Proposition 3. Soit ©* un minimiseur local de f alors Vf(z*) = 0.
PROOF. Il existe un voisinage N de z* tel que Vax € N' f(2*) < f(z). Soit a € R™ et ¢ > 0, on définit

I'interpolation : z; = ta + z*. On voit que si t est assez petit, ; € N et donc, pour t assez petit on peut
écrire ’équation de premier ordre de f en z; autour de z* :

f(@*) < fla
= f(a*) < f(z* + ta)
= f(a*) < f(2*) + (Vf(a*), ta) + o(ta)
=0 < (Vf(z*),ta) + o(t)|al
=0 < (f().0) + 2ol
=0<(Vf(z¥),a)
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FIGURE 1 — Exemples de points critiques

ou on a divisé par t avant de passer a la limite t — 0.
Comme a est arbitraire dans R™, on a V f(a*) = 0. O

On remplacant f par —f, on voit que tout maximiseur local de f annule également le gradient de f.
Les points annulant le gradient de f sont appelés points critiques ou points stationnaires. Pour connaitre
leur nature, il faut aller au second ordre et évaluer la Hessienne de f :

Proposition 4. Soit x* un point critique de f. Alors :

1. Hy(x*) = 0= z* est un minimiseur local.

2. Hy(z*) < 0= z* est un mazimiseur local.

PROOF. Soita € R" et t > 0. On a :
=0
* * * 1 2 T * 2 2
fla® +ta) = f(27) = (Vf(z"), ta) + 5t Hy(z")a + [laf"o(t%)

ftta) — flat) 1
NCGATOEY GOl

a'Hy(z")a + [la]*o(1)

Donc pour t assez petit, le signe du membre de gauche est le signe de o' H #(z*)a, et comme a est
arbitraire on obtient 1 et 2. O

Exercice 4 (Examen 2018). Calculer le gradient et la Hessienne des fonctions suivantes. En déduire les
points critiques des fonctions suivantes et déterminer leur nature

1 f:(z,y) eERxRL = 2% —fy
2. f:(x,y) e R xRY = /oy
3 f:(z,y) ERx R 22492

La proposition 3 donne une condition suffisante pour déterminer si un point critique est un minimiseur
ou maximiseur local. Si en revanche la Hessienne a des valeurs propres de signe opposé ou une valeur
propre nulle, ce critere de deuxieme ordre ne permet pas de déterminer la nature du point critique. En effet,
si par exemple la Hessienne a une valeur propre nulle, il faudra aller & un ordre d’approximation supérieur
pour évaluer le signe de la courbure de la fonction. En pratique, pour un probléeme de minimisation sans
contraintes, apres avoir énuméré tous les points critiques, il suffit d’évaluer f en ces points et comparer
les valeurs obtenues : car si un minimiseur global existe, il doit étre parmi ces points critiques. L’exercice
suivant illustre cette situation.
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FIGURE 2 — Exemples d’ensembles et fonctions convexes

Exercice 5. Déterminez les points critiques (et leur nature) des fonctions suivantes.

1. f(x,y) = 23 + 3zy? — 150 — 12y.
2. g(x,y) = 323 + 2y? — xy.

3. h(z,y) =a*+ 3y — 4y — 2.

4 k(z,y) = 2° + 2y — 2%y — o°.

Exercice 6. Soit f : R? — R telle que :

flz,y) =2* +y* — 227 — 2y% + day

On s’intéresse au probléme

min f(z,y)  (P)

1. Montrez que (P) admet une solution
2. Résoudre (P)
Exercice 7. Soit f : R? = R telle que :

1
fla,y) = 1964 —zy+y°

1. Montrez que f est coercive.
2. Calculez les points critiques de f.

3. Résoudre min f.

2.3 Cas d’une fonction convexe

Un ensemble C' est convexe si et seulement si pour tout x,y € C, le segment liant & y (formellement
tout point tx + (1 —t)y pour tout ¢ € [0, 1]) est inclus dans C'. On dit qu’une fonction f est convexe si son
épigraphe est convexe. L’épigraphe d’une fonction est tout simplement I’ensemble des points au-dessus
de son graphe : epif = {(z1,...,7,,y) € R""|f(z) < y}. Cette définition admet d’autres formulations
équivalentes :
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A\

©)

FIGURE 3 — Surfaces de fonctions quadratiques - Exercice 8

Proposition 5. Soit f une fonction deuz fois différentiable de R™ dans R. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. f est convexe

. Uensemble epiy = {(x1,...,2,,y) € R"™ f(z) <y} est conveze.

Viw,y) Ve 0,1)f(tw+ (1 - 1)y) < t() + (1 — DF ()

V(z,z0) f(z) > f(zo) + (x — xo, Vf(mo)) (f est supérieure d toutes ses tangeantes)

. La hessienne de f est semi-définie positive pour tout x : Hy(x) = 0.

I VOIS

Lors que f est convexe, elle admet au plus un minimum global, atteint en potentiellement plusieurs
minimiseurs. Si elle est strictement convexe, alors s’il existe, ce minimiseur est unique. En effet,
I'approximation au premier ordre d’une fonction convexe permet de montrer que tout point critique est
un minimiseur global. C’est donc une caractérisation des solutions du probleme min f.

Proposition 6. Soit f une fonction conveze et différentiable de R™ dans R. x* est un minimiseur global
de f si et seulement si VF(x*) = 0.

2.4 Fonction quadratique

La proposition 3 montre que ’étude des points critiques passe par I’étude de la fonction quadratique
h—h'H th. Les fonctions quadratiques donnent ’approximation de second ordre de toute fonction deux
fois différentiable. Comprendre le lien entre la courbure d’une fonction quadratique, sa convexité et sa
Hessienne est crucial en optimisation. Ceci est I’object de I’exercice suivant.

Exercice 8. Soit S une matrice symmétrigue dans R™™ et b € R™. On s’intéresse a la fonction
quadratique : f(z) = 227 Sz + b x.

1. Calculez le gradient et la Hessienne de f.

2. Quels sont les points critiques de f ? Discutez leur nature.

3. Montrez que si S a une valeur propre strictement négative, f ne peut pas étre coercive.

4

. On suppose que S = 0. Trouvez une condition nécéssaire et suffisante sur b et S pour qu’un
minimum de f existe.

5. Prenons n = 2. La figure 3 visualise la surface de f pour différentes matrices A. Déterminez le
signe des valeurs propres de A dans les cas suivants :

Exercice 9. Soit A une matrice dans R™" et b € R™. On s’intéresse a la fonction quadratique :
fx) = 3 Az —b|]>.
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1. Calculez le gradient et la Hessienne de f.
2. f est-elle convexe ?
3. f est-elle coercive ?

4. Résoudre min f

3 Optimisation sous contraintes

,—‘ Objectifs :

1. Etudier la qualification des contraintes

2. Appliquer KKT et visualiser les problemes dans R?
3. Conclure par convexité ou existence de solution
4

. Trouver un probleme dual équivalent

Soit f: R™ — R une fonction deux fois différentiable sur R™. Et K un fermé de R™. On s’intéresse au
probleme d’optimisation suivant :

win f(x) (10)

Nous allons nous restreindre aux cas ou K peut s’exprimer sous forme de E contraintes d’égalité et
I contraintes d’inégalités avec des fonctions différentiables g : R” — RP et h: R* - R : K = {x €

R™g1(z) =...g5(x) =0,h1(z) <0...,h;(x) < 0}. Pour simplifier les notations, on dira qu’un vecteur
y € RP est négatif si toutes ses coordonnées le sons : y <0< y; <0,...,y, <0. Ainsi, (10) devient :
min f(z 11
in, (@) (1)
h(z)<0

3.1 Qualification des contraintes

Lorsque le probleme d’optimisation est sous contraintes, on verra que les conditions nécéssaires
d’optimalité ne s’appliquent qu’aux points x € K ou les contraintes g, h vérifient certaines propriétés
de régularité. Ces propriétés dites de qualification, traduisent le fait que I’on peut entierement décrire
la géométrie locale de K en x a I’aide des jacobiennes Jy(x) et Jy(z). En pratique, on ne cherchera pas
a exprimer ces propriétés explicitement mais on se contentera de vérifier des conditions suffisantes qui
les garantissent. On énumere dans cette section ces différentes conditions suffisantes en allant du plus
particulier au plus général.

Proposition 7 (Contraintes affines). Si g et h sont affines, alors elles sont qualifiées en tout point de K.

Proposition 8 (Slater). Si g est affine, hy,...,h, sont affines et h,,...,h; convexes, alors s’il existe
xo € K tel que h;(xg) < 0 pour tout j € [r,I] alors h,g sont qualifiées en tout point de K.

Proposition 9 (Indépendence linéaire). Soit © € K. S’il existe k tel que hip(x) = 0 , alors quitte
réindexer les (hj);, supposons que hi(x) = ... hy(x) = 0 et hpy1(z)...hi(xz) < 0. Si la famille des
gradients {Vg1(x),...,Vgr(x),Vhi(x),...Vh.(z)} est libre, alors h,g sont qualifiées en x.

En particulier, on remarque que si I’on n’a que des contraintes d’égalité, la condition d’indépendence
linéaire se résume en 'indépendence linéaire des gradients de g en x, et donc la surjectivité de la Jacobienne
degen z:

Proposition 10 (Indépendence linéaire - égalité). Soit x € K = {x, g(x) = 0}. Si la famille des gradients
{Vag1(z),...,Vgr(x)} est libre, alors g est qualifiée en x.

Proposition 11 (Condition de Mangasarian-Fromovitz (MF)). Soit x € K. S’il existe k tel que hy(x) =0,
alors quitte a réindexer les (h;);, supposons que hi(z) = ...hg(x) = 0 et hxyq(z)...hi(z) < 0. Si
{Vagi(z),...,Vgr(z)} estlibre, et s’il existe v € K tel que (Vi) Vgi(z)Tv=0¢et (Vi >r) Vhi(z) v<
0, alors h,g sont qualifiées en x.
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Notons Iy(z) C [1,I] l'ensemble des indices des contraintes h; tel que h;(x) = 0, dites contraintes
actives en z. Comme on cherche a décrire I’ensemble K localement en z, par continuité de h, les contraites
inactives (h;(z) < 0) ne participent pas & la description locale de K en x. On peut donc donner une
formulation générale des propriétés 7 et 8 en restreignant les conditions aux contraintes d’inégalité actives.
Ceci a par contre 'inconvénient de devoir traiter la qualification en un point z € K. Pour la premiere
condition de qualification, cela donne :

Contraintes affines - (actives) Soit z € K. Si g et h; Vi € Iy(x) sont affines, alors les contraintes
sont qualifiées en x.

3.2 Contraintes d’égalité

Considérons tout d’abord le cas de contraintes d’égalité uniquement.

o f (z) (12)

On rappelle que g est une fonction différentiable R® — R¥, exprimant E contraintes d’égalité

g1(x) =--- = gg(x) = 0. On rappelle également que la Jacobienne de g en x € R™ est la matrice donnée
par :
V91 (.’E)
nw) = (§2@) = | val (13)
O irj .
Vyge(z)

On commence par donner une condition nécessaire d’optimalité, vérifiée par tout minimum local du
probléme (12) qui vérifie une condition de qualification.

3.2.1 KKT - condition nécessaire

Proposition 12 (KKT - condition nécessaire). Soit x € K. Si x est un minimum local de f tel que g est
qualifiée en x, alors il existe A € RF tel que :

{ Vi) + Jy(z)TA =0
g(x) =
)

14
@{ Vi) + Y2, \Vgi(z) =0 (14)

0
g(z) =0
Par la proposition 10, la surjectivité de Jy(x) est une condition suffisante de qualification de g en z.

Avec (13), on voit que pour chercher les points ou cette condition de qualification est vérifiée, il suffit de
chercher les z tels que la famille des gradients (Vg;(x)), est libre.

Exemple 5. On considére le probleme :

. 2, .2
1
z721112120£ +y (15)
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3.0
— X-y+2=0
Y Solution
2.5
2.0
Graphiquement, on cherche un (x,y) ap-
partenant a la droite d’équation y = x+2 154
qui minimise la norme ||(x,y)||?, autre-
ment dit le point le plus proche de (0,0) 1.0 -
vérifiant la contrainte. .
0.5 1 \\\
0.0 ~
-05

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

On a une seule contrainte g(x) = x —y+2. Vg(x) = (1,—1) # 0. Une famille constituée d’un seul élément
est libre si et seulement si ce dernier est non nul, donc Jy(x,y) est inversible quelque soit x,y ; g est donc
qualifiée pour tout x,y. Cherchons x,y € R™ et A € R tels que :

Vf(z,y) +AVg(z,y) =0 (16)
2c+A=0

{ 2y —A=0 (17)

=z+y=0 (18)

Or la contrainte d’égalité s’écrit © — y + 2 =0, avec (18) on obtient x = —1 et y =1, et enfin A = 2.
Conclusion 1 : si un minimum existe alors, c’est forcément (x,y) = (—1,1).
En revanche, la restriction de f sur K est clairement coercive, donc un minimum global existe.

Conclusion, (z,y) = (—1,1) est un minimiseur global. O

Exercice 10. Résoudre les problémes d’optimisation suivants :

1. min xz+y
22 4y?=1

2. min z* + ¢*
z4y=1

: 2 2
3. errgbnzlx +y* 4+ zy
Exercice 11. Soitp > 1. Etudier les probléme d’optimisation selon p :

min 2 + y?
z21)_,'_:L,J2p:1

Et

max x4 y2
r2p+y2p:1

3.2.2 Probléme convexe - condition suffisante

Définition 6 (Probléme convexe). on dit que le probléme {n)ln f(x) est conveze si f est convexe et g
g(x)=0
est affine.

Proposition 13 (KKT - condition suffisante). Si le probléme {n)ln f(x) est convexe, alors :
g(x)=0

S’il eviste v € R™ et A € R¥ solutions du systéme KKT (14) alors x est un minimum global de

min f(z).

g(z)=0

Exercice 12. Soit A € R™" et b € R™. On s’intéresse au probléme j‘nianxHZ.
prym

1. S’agit-il d’un probléme convexe ?
2. Ecrire les équations KKT du probléme
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3.3 Contraintes d’égalité et d’inégalité

Revenons au cas général :
min f(z 19
min f(@) (19)
h(z)<0

3.3.1 KKT - condition nécessaire

Proposition 14 (KKT - condition nécessaire). Soit x € K ot g et h sont qualifiées. Si x est un minimum
local de f, alors il existe A € RE et u € RY tel que :

v( f§x> + 32 \iVgi(e) + i miVhi(z) =0

z)=0

() <0 (20)
p=>0

hi(a:)uizo 1§’L§I

> Q

La condition h;(z)u; =0 V1 <14 < T est appelée condition de complémentarité. Elle implique que
toute contrainte h; est soit active en x i.e h;(z) = 0 soit son multiplicateur associé u; est nul, et dans
ce cas le gradient Vh;(z) ne participe pas dans I’équation d’optimalité et donc la contrainte h; < 0 est
inutile vis-a-vis de 'optimalité de z. Intuitivement, cela traduit le fait que si une contrainte h; est inactive
(hi(z) < 0) alors comme h; est continue, la description locale du cone tangeant de K en z ne dépend pas
de hi-

Exemple 6. On considére le probleme :

. 2 .2
21
e Y 21
x>0
3.0
— X-y+2=0
x =0
2.5 Y Solution
Graphiquement, on cherche un (x,y) ap- 2.01
partenant a la droite d’équation y =
T + 2 avec une abscisse x > 0 qui mi- 121
nimise la norme ||(z,y)||?, autrement dit Lol
le point le plus proche de (0,0) vérifiant '
la contrainte. 054
0.0
-0.5 !

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Le probléme s’écrit en forme standard avec les contraintes g(xz,y) = x —y + 2 et h(z,y) = —x. Les
contraintes g et h sont affines, par la proposition 7, elles sont qualifiées pour tout x,y. Cherchons x,y € R™,
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AeR et u>0 tels que :

Vf(x,y) +AVg(z,y) + uVh(z,y) =0

= _ (23)

(24)

La contrainte de complémentarité zp = 0 implique p = 0 ou x = 0. Si u = 0, on obtient (comme a
Vexemple 5) (z,y) = (—1,1) qui ne vérifie pas la contrainte x > 0. Si x = 0, on obtient avec la contrainte
d’égalité y =2 puis A\ =pu=4>0.

Conclusion 1 : si un minimum existe alors, c’est forcément (z,y) = (0,2).
En revanche, comme f est clairement coercive, un minimum global existe.

Conclusion, (z,y) = (0,2) est un minimiseur global. O

Exercice 13. Résoudre les problemes d’optimisation suivants :

1. min 2?4 4?
x>0
y=>0
r+2y=4
2. min z?+y?
x>0
y=0
x+2y=4
x> +y°<16
3. min z-—y
22 4y2<1
x>0
4. min e*7Y

e’ +e¥<20
z>0

3.3.2 Probléme convexe - condition suffisante
Définition 7 (Probléeme convexe). on dit que le probléeme %n)ln f(x) est convexe si f est conveze, les h;
g(x)=0

sont convezes et g est affine.

Proposition 15 (KKT - condition suffisante). Si le probléme En)ln f(x) est conveze, alors :
g(x)=0
h(xz)<0

S’il existe v € R™ et X € RE € R! solutions du systéeme KKT (20) alors x € K est un minimum
global de f.

On remarque pour un probléme convexe, par la condition de qualification de Slater (Proposition 8), il
suffit de montrer qu’il existe g € K tel que h(xg) < 0 pour avoir la qualification en tout point de K.

Exercice 14. Soit A € R™"™ et b € R™. On s’intéresse au probléme des moindres carrés positif :
: 2
min ||z||*.
Az=b
x>0
1. S’agit-il d’un probléme convexe ?

2. Ecrire les équations KKT du probleme
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3.4 Dualité Lagrangienne

Le Lagrangien du probléme d’optimisation (P) En)ino f(x) est défini par la fonction £ : R" x R¥ x R: —
h(2)<0
R telle que :

E I
Lz, A p) = f(z)+ Z Aigi(x) + Zﬂzhz(x)
i=1 i=1

L’idée derriere cette définition est de trouver un probléeme équivalent & (P) en cherchant des bornes
inférieures a la solution du probléme (P). En effet, si z € K, on a g;(x) = 0 et h;(z) < 0. Comme p > 0,
on obtient :

(VApz0,ze€K) Lz Ap) < f(z)

Ainsi, en passant a l'inf sur z € K :
S0 < i
(VA2 0) inf L(z, A p) < inf f(z)
Or par définition de 'inf on a inf,ecrn L(x, A\, 1) < infrex L(z, A, 1), donc :
(VA e > 0)inf L(z, A\, p) < in£ f(z)
x TrEe

Et on peut donc ”réduire” 1’écart de I'inégalité ci-dessus en maximisant sur A, 4 pour mieux ”approcher”
notre probleme original. On obtient alors I'inégalité dite de dualité faible :

inf < inf
jmax in L(z, A p) < inf f(z)

L’objectif est de trouver des conditions suffisantes pour que l'inégalité ci-dessus soit une égalité. On
obtiendra donc un probleme de maximisation équivalent au probleme original.

Définition 8. Fonction et probléme dual En gardant les mémes notations ci-dessus, supposons que
inf, L(z, A\, u) soit bien défini et notons un de ses minimiseurs x*(\, pn). La fonction g : (A, u) —
inf, L(z, A\, 1) = L(x*(\, 1), A, ) est appelée fonction duale et le probléme de maximisation :

max g(\, 1) (25)

est dit probléme dual.

L’intérét de la dualité Lagrangienne est de résoudre un probleme avec contraintes potentiellement
compliquées en passant & un probléme équivalent avec une seule contrainte de signe (1 > 0). Par contre,
cette équivalence (dualité forte) n’a pas toujours lieu. Une condition suffisante est le cas d’un probleme
convexe différentiable :

Proposition 16 (Dualité Forte). Si le probléme (P) est conveze i.e f,hy,...,h; sont convezes et
g1, ---,9E sont affines, alors on a dualité forte :

A, 1) = mi
max 9(A, p) = min f(z)
RERY
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,—[En pratique (valeur optimale)}

En pratique, si (P) est convexe, la proposition 16 nous permet de résoudre le probléme en suivant
les étapes suivantes :

1. Calculer la fonction duale g(\, ) = inf, L(x, \, u) (probléme sans contraintes ; donc résoudre
V. L(x, A\, u) = 0. En effet, pour un probléeme convexe £ reste convexe en x (avec pu > 0)
donc tout point critique est un minimum global.

2. Résoudre le probleme dual en appliquant KKT (ce qui donne des solutions duales (A*, p*))
et la valeur optimale du probléme f(z*) = g(\*, u*).

Remark 3. La fonction duale g est toujours concave (voir exercice ??). Et donc —g est convexe. Par
conséquent, KKT est suffisant pour avoir I'optimalité a I’étape 2.

On peut donc retrouver la valeur optimale f(z*) en passant par la dualité Lagrangienne. En revanche,
la proposition 16 ne nous donne pas un moyen de retrouver le / les minimiseur z* du probléme initial. Pour
cela, il faut d’abord vérifier la qualification des contraintes et utiliser la condition de complémentarité :

,—[En pratique (minimiseurs optimaux)}

En pratique, si (P) est convexe, pour lequel les contraintes sont qualifiées (Souvent avec la condition
de Slater, étant la plus facile a établir en optimisation convexe), pour retrouver les minimisurs z* :

3. Suivre les étapes 1. et 2. dans I'encadré ci-dessus pour trouver des solutions duales (A*, p*).

4. Pour chaque pair de solutions duales (A\*, u*), trouver les a* tels que V,L(z*, \*, u*) =0
et purhi(x*) = 0V1 < i < I. Cette liste englobe toutes les solutions primales x*.

.

Exemple 7. Reprenons l’exemple 6 :

: 2 2
2
wfr]?igzox +y ( 6)
x>0

3.0
—X-y+2=0
x =0

. . , . 251 % Solution
En utilisant KKT, on avait montré que la solution

du probléme était donnée par (0, 2) et donc la valeur
optimale est 4. Essayons de retrouver ce résultat par
dualité Lagrangienne en appliquant les étapes 1 a 4
énumeérees ci-dessus. Tout d’abord, il s’agit bien d’un 1.0
probléme convexe (f et h conveze et g affine). En plus,
les contraintes sont linéaires donc qualifiées partout.

2.0 A

1.54

0.5 A

0.0

-0.5 T T T T
-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Le probléme s’écrit en forme standard avec les contraintes g(x,y) = x —y+2 et h(x,y) = —x. Notons z =
[z,y]". Le Lagrangien du probléme s’écrit pour tout \ € R et yu € Ry : L(z, A\, p) = 22+ + XN (2 —y+2) —px.
Pour trouver la fonction duale, on résout :
V.L(z, A1) =0
20 +A—p=0 :c:“Tf)‘ « 1 T
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Par conséquent, la fonction duale est donnée par :
g\, ) = L(2%, A\, 1)

= L% (= V) MG A 2) — Sl )

2
22w pA
= — 4+ — 42X
2 4+2+

Maintenant, il faut résoudre le probléme dual :

max g(A, 1) = — min — —— =2

22 ’u2 /1,)\
A, u>0 Ap>0 2 4 2

Comme ici Uobjectif dual est une fonction quadratique, on peut facilement vérifier sa convexité. En

1 1

2 2
Sa trace est % et son déterminant est i. Elle admet donc deux valeurs propres strictement positives : —g

est stricement convere. KKT est donc suffisant pour avoir l'optimalité. p, A est une solution duale si et
seulement il existe a € R tel que :

_1
calculant les dérivées partielles secondes, la Hessienne de -g est donnée par : V*(—g)(\, ) = ( ! 2)

(A—4—-2=0
(i) —5—a=0

ap =10
u=0:a>0
Si =0 alors (i) donne A\ =2 et (ii) donne i = —% < 0 impossible. Donc forcément a =0 et on a

A = p =4. L'unique solution duale est (\*, u*) = (4,4). On obtient comme valeur optimale g(4,4) = 4.

E’tape 4, retour aux solutions primales :

Avec la solution duale (4,4) le seul (x,y) annulant le gradient du Lagragien est (z*,y*) = (0,2).
Comme il vérifie également la contrainte de complémentarité p*h(z*,y*) = p* x —x* =4 x0=0, c est
bien l'unique solution primale.

Conclusion : la solution est (0, 2).

Exercice 15. Résoudre les probléemes d’optimisation suivants en passant par la dualité Lagrangienne :
1. min 22 +9?
x>0
y=0
r42y=4
2. min x—y
w2+y2§1
x>0
3. min e*7Y

e’ +e¥<20
x>0

Exercice 16. Soit A € R"*"™ symétrique définie positive et b € R™.

min z' Az +b'z ((P))
[2floo <1

1. Ecrire ce probléme sous forme standard (probleme d’optimisation différentiable sous contraintes
d’inégalités / d’égalités).

2. Donner le lagrangien de (P).

3. Donner le probléme dual de (P).
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4 Algorithmes d’optimisation numérique

5 Banque d’exercices et problemes

5.1 Exercices

Exercice 17. (Fonction quadratique - Optim sans contraintes) Soit a # 0 et ¢ € R On définit la fonction
f de R? dans R par :
fla,y) = az® +2zy +y° + ¢
1. Etudier les extrema de f selon a et c

2. st a > 1 montrez que f est coercive.

3. Conclure quant a la nature des extrema si a = 2.

Exercice 18 (Elimination de contrainte). Le but de cet exercice est de montrer qu’il faut étre trés prudent
lorsqu’on élimine des contraintes. Soit a > 0. On considére le probleme

min 22 + (y — 1)* (P)

ax?=y

1. Montrez que (P) admet une solution et résoudre (P).

2

2. Si dans la fonction a minimiser on remplace x* en utilisant la contrainte, on obtient :

min Lty + (y—1)° (Q)
Yy a

Résoudre (Q).

3. Que constatez-vous ?

Exercice 19 (Fonctions quadratiques - Opt sans contraintes - Régression linéaire). Soit A € R™P et
beR" Bt f:RF — R:z — 3[|Az — b||%.
On s’intéresse au probléme :

(P)  min f(z)

1. Montrez que (P) admet en moins une solution.

2. Justifiez la différentiabilité de f et donner son gradient.

3. Quelle est la relation entre le gradient et les dérivées partielles de f?
4. f est-elle de classe C? 2 Si oui, déterminez da matrice Hessienne.

5. Etudier les points critiques de f.

6. Sous quelle condition (P) admet une solution unique ?

7. En statistiques, (P) sert a estimer quel type de modéle ¢ Donnez un exemple en précisant & quoi
correspondent p, n, A et b.

8. Supposons que la condition (6) soit vérifiée. Proposez un algorithme pour résoudre (P).

Exercice 20 (Probléemes Inverses - Optim sous contraintes - dualité). On souhaite inférer une certaine
grandeur physique x € RP étant donnés n observations ou mesures y € R™ supposés linéairement liés
a x. Formellement : y = Az ou A € R™"*P est supposée connue. Ce type de probléme — dit probléme
inverse — est souwvent mal conditionné, c’est a dire que n < p et A n’est donc pas de rang plein. On
suppose dorénavant que n <K p.

1. Quelle est la condition nécessaire sur A et y pour que l’ensemble des solutions soit non vide ?
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2. Si cette condition est vérifice, on a lexistence d’une solution xqy. Quel est I’ensemble des solutions
en fonction de xq ?

3. On rencontre ce genre de probléme en physique (ot, par exemple on essaie de reconstruire des
propriétés sur un emetteur radio avec des mesures 4 une certaine distance) — en imagerie médicale
(voir Compressed sensing) — en statistiques en haute dimension (génomique : on a trés peu
d’observations sur les cellules, et on veut reconstruire l’expression génétique avec des dizaines de
milliers de génes ...).

On suppose dorénavant qu’une solution existe. Quel probléme se pose en pratique si on se contente
de la solution donnée par un algorithme de minimisation de la fonction ||Ax — y||* ?

4. Pour restreindre ’ensemble des solutions possibles. On procéde souvent par régqularisation : on

privilégie les solutions les plus naturelles selon le probleme donné. Une régularisation classique
consiste a chercher la solution du probléme avec la plus faible norme 2 :

min 2|3

Az =y

Résoudre ce probléeme d’optimisation en résolvant les équations KKT.

5. Ecrire le lagrangien du probleme et le probléme dual pour n’importe quelle norme ||xH§§ Résoudre
le cas général.

Exercice 21 (Optim sans contraintes - Matrix factorization). En Data science, on cherche souvent
a compresser les données de maniére a réduire la taille occupée en mémoire tout en conservant leur
Zessence”. Ceci est particuliérement intéressant si les données contiennent une forme de redondance.
Supposons qu’on souhaite compresser une matrice symétrique trés large A € S,,. On va chercher a trouver
la meilleure approzimation de A ayant un rang égal a 1. Ceci est intéressant car toute matrice B de rang
1 s’écrit comme un produit colonne x ligne : B = xy' ou x,y € R™. Une matrice de rang 1 est donc
caractérisée par 2n éléments au lieu de n?. Si en plus B est symétrique, alors il existe x € R", o € R tel
que |a| =1 et B=axz', et on passe donc a une caractérisation a n + 1 éléments.

On munit R™™ du produit scalaire (A, B) = ij Ai;jBi; = trace(A" B) et sa norme associée (norme
de Frobenius) | Al|% = (A, A) = ij Afj.

On va chercher la meilleure compression symétriqgue de A de rang 1 en minimisant :

. _ . A— T2 P 2
min £() = min A~z [ (P) (27)

On suppose dans le reste de l’énoncé que A est symétrique.

1. Soit B € R™". Montrez que rang(B) = 1 < 3x,y € R" tel que B = xy'. Si en plus B est

symétrique, montrez qu’il existe a = +1 et x € R™ tels que B = axx .

2. Montrez que (P) admet une solution.
3. Simplifiez Uécriture de f(x) puis déterminez le gradient de [ et sa Hessienne.

4. Montrez que toute solution du probléme est soit le vecteur nul, soit le vecteur propre associée a la
valeur propre maximale Ao et de norme /Ao

5. Montrez la réciproque de 4.

Exercice 22 (Quotient de Rayleigh.). On note |.|| la norme Fuclidienne de R™. Soit A € S,, une matrice
symétrique dans R™*™. Le quotient de Rayleigh de A en xR est défini par :

o) = i

On s’intéresse aux points stationnaires de q (et plus particuliérement a ses éventuels minimiseurs et
mazimiseurs globauz). En effet, comme le montre cet exercice, il existe un lien entre ses points stationneurs
et les vecteurs / valeurs propres de A. Avec un algorithme d’optimisation numérique, on peut calculer (de
maniére approchée) les valeurs propres / vecteurs propres d’une matrice symétrique A.

Considérons les problemes :
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min, % (P1) et minpgpe—(Az,z) (P)
Comme A est symétrique, on peut noter ses valeurs propres dans un ordre croissant A\ < Ao < -+ < Ay
1. Dans quel sens les problemes Py et Py sont-ils équivalents ?
2. Montrez que Py et Py admettent une solution.

3. Soit (z,A) € R™ x R. Montrez que z est un vecteur propre de norme 1 de A associé a la valeur
propre X si, et seulement si, (x,\) est un point stationnaire (solution KKT) de (Py). De plus, X est la
valeur (de f) critique associée.

4. Montrez que les solutions de Py sont les vecteurs propres unitaires de A de valeur propre minimale
Xo- En particulier,
(Az, z) > M|z

5. On rappelle qu’on définit la norme d’opérateur de A : par : ||Al| = sup, =y [|Az].

Montrez que | A|| = max; |\

Et qu’en particulier si A est semi-définie positive : ||A|| = A\y.
Exercice 23 (Entrainement - Qualification des contraintes). Pour chaque ensemble K suivant, déterminez
le sous-ensemble K' C K des points ot les contraintes sont qualifiées.

1. K={(z,y,2) eR*|z+y=1y+2 >4}

2. K={(2,y,2) eR*|2® +y*> < L,y + 2 =4}

3. K={(z,y,2) eR3| 2?2 +y?> =1,y% + 22 =4}

4. K={(z,y,2) e R® |22 + 9% =1,y% + 2% < 4}

Exercice 24 (Smooth-max et logsumexp trick). Soit 8 > 0. On définit la fonction logsumezp de paramétre
B par fg:x— [log (Z?:l e%)
1. Soit x € R™. Montrez que limg_,o, fg(x) = max;—1 , ;

2. Ainsi, on voit que l'un des atouts de la logsumezp est qu’elle constitue une approximation
différentiable de Uopérateur max (qui, lui ne lest pas) si 5 est assez petit. Montrez que fg
est différentiable et donner son gradient et sa hessienne.

3. Montrez que fg est conveze.

4. En pratique, si par exemple n = 3 et x = [100,951,952] on a fi(x) ~ 952.3132. Or en pratique,
lorsqu’on implémente la formule telle quelle, on obtient +00 car cela nécessite de calculer %!
qui donne +0o. En vous inspirant du lien avec max,,, proposer une astuce pour calculer fz en
contournant ces probléemes numériques.

5. Proposer une approximation similaire de l’opérateur min.

Exercice 25 (Régression Ridge - Interprétation statistique). Reprenons le probléme de régression linéaire”
min,, f(z) (P) avec f(x) = ||Az —b||> ou A € R™" et b€ R™.
1. Si AT A est inversible, quelle est la solution de (P) ? Quel probléme se pose sinon ?

2. Soit A > 0 supposé connu. On propose de résoudre le probléme dit Régression Ridge :

min f(z) + Alll* (7)

Ecrire la condition d’optimalité de (P,.). En quoi cette formulation “régularise” le probléme initial
(P)?

3. On suppose qu’on observe une variable aléatoire b qui suit un modéle linéaire de coefficient inconnu
xz € R™, avec des observations a € R™ déterministes et un bruit additif Gaussien € ~ N (0,01,,)
avec o > 0 supposé connu :

b=a'z+e

Supposons que l'on ait m observations i.5.d (by, ..., by) couplées avec des observations déterministes
(a1,...,am). Les équations s’écrivent pour tout i € [1,m] :

bi=a, z+¢e ~N(ajz,0)
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En supperposant les a; en lignes on pose : A =[a],...,a}]". L'objectif est d’inférer le x € R"

r ' m
qui mazximise la log-vraisemblance du modeéle (estimateur du mazimum de vraisemblance : MLE).
Montrez que cette estimateur est équivalent au probléme (P)
4. On se place désormais dans le cadre Bayésien et on suppose que x est un vecteur aléatoire
suivant une distribution a priori N'(0, ul,,) avec p > 0 supposé connu. En utilisant la formule de
Bayes, montrez que Uestimateur MLE de ce modéle est équivalent o (P,.) si pu et A vérifient une
relation a préciser.

Exercice 26 (Dualité de Fenchel-Rockafellar). Soit f : R™ — R. Notons le domaine de f par dom f. On
définit la conjuguée de Fenchel de f (aussi appelée la transformée de Légendre) par :

fru) = max (z,u) - f(z)

ze€dom f

On admet que si f est conveze alors f = f**.

1.

Soit g = 1ry la fonction indicatrice définie par g(x) =0 sixz >0 et g(z) = +o0o sinon. Montrez
que g* = Ign .

Soit ¢(z) = |z| (n = 1). En étudiant la fonction objective selon le signe de x, montrez que
¢*(u) = 11 4). En déduire que si g(x) = ||lz||1 alors g*(u) = Ly <1-

Montrez que g(x) = 1), <1 est convere. Qu’elle est donc sa conjuguée ?

Donner la conjugée de Fenchel de f(z) = ||z — b||> pour b € R™.

La dualité de Fenchel-Rockafellar s’énonce comme suit. Soit f : R™ — R et g : R® — R deux
fonctions convexes et A € R™™ tel que AT A inversible. Alors, le probléme

min f(Az) +g()  (P)

est équivalent au dual :

max —f*(—u) = g*(ATu) (D)

u€eR™
Donner les problémes duaux de Lagrange et de Fenchel du probléme primal suivant :

min  ||Az — b||?
llzlloo <

Sont-ils différents ?
Indice : Pour trouver le dual de Langrange sans supposer A" A est inversible, utiliser I’exercice 27

Exercice 27 (Pseudoinverse et moindres carrés). Soit A € R™™. Le but de cet exercice est de caractériser
la / les solutions de ’équation linéaire : Ax = b (%) pour b € Im(A) lorsque A n’est pas inversible
(méme pas carrée!). Plus précisément, nous allons chercher une matrice A* € R™™ indépendante de b

telle que A*b soit une solution de (x). (Remarquez que b € R™)

Propriétés nécessaires

1.

Montrez que si une telle matrice A% existe, alors on a forcément
AA*A=A (Ey)

Montrez que si une matrice A* vérifie (E4) alors on a bien A*b solution de (x) pour tout b € Im(A).
Nous supposons dans les questions 3 ¢ 5 qu’une telle matrice At existe.

3. Déduire de 1. et 2. qu’une solution a (x) existe si et seulement si AA*b = b.

. Montrez que pour tout x € ker(A), (3z € R") & = (I — A*A)z. Vérifier la réciproque i.e que tout

vecteur de la forme appartient au noyau de A.

En déduire que l’ensemble des solutions de (x) peut s’écrire :

A*b 4 (I — A*A)z, zeR"

Construction de A*

3. Si A est rectangulaire diagonale A = diag(sy,. .., Smin(m,n)) avec s; quelconques, donnez une

solution explicite de (E4). Vous pouvez vous restreindre auz matrices rectangulaires diagonales
dans R™™.
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4.
5.

6.

Sim =n et A est orthogonale, une solution triviale At existe. Laquelle ?

Pour A quelconque, la décomposition en valeurs singuli¢res de A s’écrit : A=UXV " o U € R™™
et V.€ R™" sont des matrices orthogonales (U'U = I,,, et VIV = I,) et ¥ € R™" est une
matrice rectangulaire diagonale contenant les valeurs singulieres de A. En vous inspirant des deux
questions précédentes, proposer une solution de E 4 en fonction de U,V et 3.

Sim = n, et A est symélrique, la décomposition en valeurs singuliéres est exactement la
décomposition spectrale de A. Donner une solution A¥.

Moindres carrés

7.

8.

,—‘ Remarque

Revenons au cas général A € R™" etb € R"™. En utilisant 3, montrez que le probléme min,, || Az—b||?
admet toujours une solution.

Donner la forme générale des solutions et montrez que la valeure optimale du probléme s’écrit
I(AA* = T)b]%.

Nous avons montré que E4 admet toujours une solution (donnée par la SVD), en revanche nous
n’avons pas montré son unicité. En effet, I’équation E 4 ne suffit pas pour cela. Il faut imposer
d’autres conditions supplémentaires dites de Moore-Penrose®. Dans ce cas, l'unique solution de
E 4 est bien celle donnée par la construction proposée ici et est appelée la pseudoinverse de
Moore-Penrose.

a. (E4) est la condition (1) de Moore-Penrose https://en.wikipedia.org/wiki/Moore-Penrose_inverse#
Definition

Exercice 28 (Régression logistique, Classification, Neural nets). On observe une variable aléatoire binaire
Y € {0,1} que l'on souhaite prédire a laide de données observées X € RP. Etant donnés n échantillons

(1,91)s - (XpyYn) (i-i-d), nous allons apprendre la régle de classification
dn :RP — {0,1}
{ 1siP(Y =1X=2) >3
T .
0 sinon
Sigmoid Pour pouvoir apprendre §, nous allons modéliser

1.04

0.8

0.6

o(a)

0.4

0.2

0.0

-10.0 -7.5 -5.0

Régression logistique

=25

0.0
a

2.5

5.0

7.5

10.0

la fonction x — P(Y = 11X = z) en utilisant
un modele linéaire (for the sake of simplicity) :
z — w'z avec un paramétre w € RP & estimer.
Néanmoins, il faut que P(Y = 1|X = z) € [0,1]
nous avons donc besoin de “plonger” w'z dans
[0, 1] en posant P(Y = 1|X = z) = o(w'z) ou
o: R — [0,1] est la fonction sigmoid (ou logistic
function) : o(a) = 1—&-% Pourquoi le choiz de o ¢
Car o est différentiable ; prend des valeurs dans [0,1] ;
sature brusquement autour de 0 : O'(’U}T.’L') est une ap-
prozimation différentiable de y.

La log-vraisemblance du modéle (i.i.d) s’écrit : L,,(w) =log ([T/_, P(Y = y;|X = z;,w)).
1. Montrez que L,(w) = Y1 [yilog(o(w ;) + (1 — y;)log(1l — o(w ' z;))]

oL

2. Montrez que #(;"

)

(w)

2

=1

(s — o

w x

))xﬂ ou x] est la j-éme coordonnée de l'observation

x;. Peut-on résoudre I’équation d’optimalité de maniére analytique ?

3. Souvent, on a besoin d’estimer un “biais” additif en utilisant le modéle o(w'x +b) ou b € R est
€galement a estimer. Quel changement doit-on apporter aux données x1,...,T, POUT TEVENIT 4 AU

modéle initial o

hicham.janati@inria.fr
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Graphe de calcul, neural nets

Le modeéle de régression logisique ci-dessus peut étre vu
2 comme un graphe de calcul qui combine les coordonnées
\ Activation d’un certain x avec un vecteur de poids w puis applique

() g , 'yA: O'(Z) une fonction dite “d’activation” o. C’est une modélisation

"7_ wTz l (simpliste) d’un neurone qui récoit des stimuli x, les com-

, bine linéairement avec un parametre w qui lui est propre,
D =3 wiad et renvoie un signal modulé o(w' z).
L 3= L =log(L(y, 7))

Ce modeéle a un neurone est caractérisé

=) par un seul vecteur w € RP. Pour aug-
- menter son expressivité, on peut envisa-

ger de le transformer en un réseau de

=o( ZT" - y 0-( ) neurones connectés. Chaque neurone est
modélisé par son propre vecteur w;. On

l construit a gauche un réseau de neurones

a 2 couches. Un réseau de neurones est
L= log(ﬁ(y, gj)) dit profond s’il a plusieurs couches.

23)

uo ow

Input layer Hidden layer Output layer

4. En généralisant la définition de o a une fonction de R™ — R™ donner une formule compacte de
g en fonction de x, v et W = w1, wa, ws).

Backpropagation

Calculer le gradient de L par rapport aux poids se complique au fur et a mesure que le réseau est
profond et que les couches ont plus de neurones. En pratique, on utilise la chain rule dans le sens inverse
cad en parcourant le graphe de droite a gauche : c’est la backpropagation.

5. Montrez que 92 (u) = o(u)(1 — o (u))
6. Revenons au modéle a un neurone. On peut écrire L,(w) = > Li(w) ot L;(w) est la log-
vraisemblance de I’ échantillon i. Ezpliquer comment minimiser L; rapproche y; de y;. Vue comme

une fonction de vy;, donner ‘32?.
7

OL; 0Ys __ OL; 0Ys Oz

05 Bw; = oy, 92 Du; - FEvaluer chacun de ces termes pour

7. Awvec la chain rule, on obtient % =
J

retrouver la formule de la question 2.

8. Appliquer le méme raisonnement au réseau de neurones & deux couches pour calcule

OL;

En pratique, on mazimise la log-vraisemblance avec une descente de gradient en utilisant la back-propagation
pour évaluer le gradient a chaque itération.

,—[Quelques remarques sur le “Deep learning”}

1. Plusieurs variations peuvent étre apportées a notre réseau de neurones, on peut changer par
exemple le nombre de couches, le nombre de neurones par couche, la fonction d’activation,
la fonction que ’on minimise etc ...

2. L’un des éléments essentiels du deep learning et d’utiliser des combinaisons linéaires qui
sont passées a des fonctions d’activation non-linéaires. Ceci permet de rendre [’ensemble
des fonctions x — U que l'on peut apprendre tres large.

3. Plus on a des couches et des neurones, plus le nombre de parametres a estimer grandit.
Le deep learning n’est pas si nouveau que ¢a : on peut trouver des articles proposant des
réseauz comme celui décrit ici publiés dans les années 60. Leur succés récent (aprés 2008
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uelques remarques sur le “Deep learning”
g

environ) est principalement di a lutilisation des cartes graphiques (GPU) pour le calcul
matriciel parallele.
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6 Corrigés

Merci a Francois-Pierre Paty pour les corrigés 10, 11 et 12.

Corrigé Exercice 2 Soit xz, h € R".

1. frz—={a,z)=a"x

Ona f(r+h) =a'x+a"h = f(r)+a'h. Comme h — a'h est linéaire, on a Vf(z) = a.
T

_ _ .. Of _ P . .
Autrement, f(z) =a =3, ; x;a; ainsi 5.-(x) = a;. Les dérivées partielles sont donc continues

(constantes) donc f est différentiable et V f(z) = a. Si a # 0, f n’admet aucun point critique.

2. fra|z?
Ona f(z+h) = ||z||>+22Th+ ||h||> = f(z) + 22 "h + o(h). Comme h + 22" h est linéaire en h, f
est différentiable et on a V f(z) = 2x.

3. [z ||Az —b|]?
Ona f(z+h) = ||Ax—b+ Ah||® = f(z)+2(Ax —b, Ah) + || AR||? = f(x) +2(AT (Ax —b), h) +o(h).
En effet, on a ||Ah|? < |||A]||?||h]|?> donc ||Ah||> = o(h). Ainsi, f est différentiable et on a
Vf(z) =2AT (Az —b).

4. f:xw— g(Ax)
Posons ¢ : x — Az. On a par 'exemple 3, la Jacobienne d’une fonction linéaire est donnée
par sa matrice, ainsi Jy(z) = A. Comme g est supposée différentiable, f 'est également et on
applique la chain-rule : Jg(z) = Jy(Az)Jy(x) = J4(Azx)A. Comme f et g sont des fonctions
scalaires différentiables, on a Vf(z) = J¢(z)". Donc : Vf(z) = ATV 4(Az). Ainsi, on peut faire
une analogie avec le cas de fonctions & une variable avec a € R : fy : & +— go(ax) ol on obtient
f3(z) = ags(ax).

5. fx = ||lz|| = /> i, z7. On pose ¢ : x —= ||z||* et s : u € Ry — /u € R;. On a donc f = so¢.
Comme s n’est différentiable que sur R}, (et ¢ différentiable partout par 1), f est différentiable sur

z) " s . T
R™"F. Et on a pour z # 0 : Jp(z) = s'(¢(x)) Jp(x) = W(@(m) = v§||(z\)| - Alnsi Vf(x) = -

Corrigé Exercice 3 Soit x,h € R"™.

1. fro(a,z)=0a'2
On a Vf(z) = a constante, et donc V2f(x) = 0.

2. frow||?
On a Vf(x) =2z. Donc Vf(x+h) =2(z+ h) = Vf(x)+ 2h. Ainsi comme h — 2h est linéaire, sa
matrice étant 21,,, on a V2f(z) = Jy ) = 21,.

3. [z ||Az —b|]?
On a Vf(z) = 2AT(Az —b). Donc Vf(x + h) = 2AT Ax + 2ATAh — 2ATb = Vf(x) + 2AT Ah.
Ainsi comme h — 2AT Ah est linéaire, sa matrice étant 24T A, on a V2 f(z) = Jy ) = 2AT A.

Corrigé Exercice 5 Déterminez les points critiques (et leur nature) des fonctions suivantes.

1. f(z,y) = 23 + 32y* — 152 — 12y.
f est polynomiale en x,y elle est donc de Classe C*° et on a :
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322 +3y2 —15=0 (%
;»{x2+y2=5
Ty =2

(\)Jx—y=1 ou (i)x—y=-—
:>{ (a)r+y=3 oulb) z4+y=-3
(Z’ a) (:C’y) = (27 1)

ou (Zab) (:c,y) = (713 72)

2
La hessienne de f est donnée par la matrice de terme général ( 8‘;5 . (m)) On a donc :
iLj

9 _(6x 6y\ (T y
Dont le déterminant et la trace sont donnés par : det(V2f(z,y)) = 36(x2—y?) et trace(V2 f(x,y)) =

122. Ainsi, les points critiques ayant un déterminant strictement négatif (1,2) et (—1, —2) sont des
points selles. En revanche (2,1) est un minimiseur local et (—2, —1) est un maximiseur local.

,—‘ Remarques

e On remarque qu’avec (%), si (z,y) est un point critique, alors (y, z) et (—z, —y) et
(—y, —x) le sont également. On prend le soin de vérifier que ce résultat est vrai pour
les points critiques obtenus.

e Analyse globale : f(0,y) = —12y qui n’est ni minorée, ni majorée. Ainsi f ne peut
pas admettre d’extremum global.

2. g(x,y) = 323 + zy? — y.

g est polynomiale en z,y elle est donc de Classe C*° et on a :

B 922 +9y2 —y =0
Vg(ac,y)—0:>{ 2ggy—x:0:>a::()0uy=%

2 _ 2
j{y y=0 o {9”5

—2=0
z=0 y:%

1
2
= (7,9) = (0,0) o (z,) = (0,1) on (#.4) = (=, 3) ou (2,9) = (~ = 3)
z,y) = (0,0) ou (z,y) = (0,1) ou (z,y) = (—=, =) ou (x,y) = (——, =
) Y Y /62 Y /62
Pour déterminer la nature de ces points stationnaires, on évalue la Hessienne de ¢ :
18z 2y—1
2 —
\Y% g(:&y) - <2y1 2r >

Ainsi, pour x = 0, det V2g(0,0) = —1 < 0 et det V2g(0,1) = —1 < 0. (0, 0) et (0, 1) sont donc des

points selles. En revanche si y = %, la hessienne est diagonale, et ses valeurs propre sont 18z et 2z,
. 1 1 e . 1 1 .
ainsi (%, 5) est un minimiseur local, et (—%, 5) est un maximiseur local.
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Remarques

e Analyse globale : g(x,0) = 323 qui n’est ni minorée, ni majorée. Ainsi g ne peut pas
admettre d’extremum global.

_ .4, 1,3
3. h(z,y) =2 + 3y° — 4y — 2.

h est polynomiale en x,y elle est donc de Classe C* et on a :

473 =0

y274:0 = (:my) = (072) ou (*T7y) = (07_2)

Vh(z,y) =0= {

2
La hessienne de f est donnée par la matrice de terme général ( 88 f (w)) On a donc :

2 _ 12372 0

Les valeurs propres de la hessienne sont donc 1222 et 2y. L’une des valeurs propres est nulle pour
les 2 points critiques, le critéere de second ordre ne permet donc pas de conclure quant a leur nature.

,—‘ Remarques

e Analyse globale : h(0,y) est un polynome de degré 3, qui n’est donc ni minoré, ni
majoré. Ainsi h ne peut pas admettre d’extremum global.

e Comme z et y ne sont pas couplés dans I’expression de h, on peut chercher les
extremas en x et y séparément. En effet, on peut écrire h(z,y) = hi(x) + ha(y). S’il
existe xg, Yo et 14,7, > 0 tels que :

1(xo) Vz € [xg — 14, T + T2
2(Y0) VY € [yo — ry, To + 7]

Alors en posant r = min(r,, ), pour tout (z,y) tel que ||(z,y)|| < r on a hy(z) >
hi(xo) et ha(y) > ha(yo) donc h(z,y) > hi(xo)+ha(yo). Ainsi, (x, y) est un minimum
local de h.

En appliquant ceci & notre exemple, le seul extremum de hy est le minimum (global)
2 = 0. Les points critiques de hs sont -2 et 2. En plus, h}(2) = 4 et hy”(—2) = —4.
Ainsi, (0, 2) est un minimum local de h.

\

4. k(z,y) = 23 + xy? — 22y — 5.
k est polynomiale en x,y elle est donc de Classe C*™ et on a :

) 22 2 _2xy =
Vh(z,y) = 0= { Elz) 32yx+_yx2 g -
:>{(z) 322 +y? — 22y =0
(i) + (i1) 22 —y*=0
:>{2x20 o {63:20
r=y r=-y
=z=y=0

Pour déterminer la nature de ces points stationnaires, on évalue la Hessienne de k :

9 _ (6x—2y 2y-—2x
Vk(z’y)_(2y—2x 6y — 2z

qui est nulle en (0,0). Le critére de second ordre ne permet donc pas de déterminer la nature du seul
point critique.
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,—‘ Remarques

e Analyse globale : k(0,y) est un polynome de degré 3, qui n’est donc ni minoré, ni majoré.
Ainsi k£ ne peut pas admettre d’extremum global.

e k(0, 0) = 0, point de nature indéterminée. On peut remarquer en revanche que k peut se
factoriser k(x,y) = (x — y)(z? + y?). Ainsi, k change de signe autour de (0, 0). Comme k(0,
0) = 0, (0, 0) ne peut étre ni un minimum ni un maximum local.

Corrigé Exercice 6
fo(xy) = ot +y* — 227 — 2y +4ay

min f(zy)  (P)

1. Montrez que (P) admet une solution.

On rappelle que la norme infinie est définie par ||z, y||cc = max(|z|,|y|). Ainsi, on a pour tout p € N*
=l ylls <™ +y" <l yll%

Par ailleurs, 2zy > —22 — 42, ainsi :

Le terme quadrique domine, donc f est coercive. { est continue comme fonction polynomiale, (P) admet
alors une solution.

2. Résoudre (P)

f est de Classe C*° comme fonction polynomiale. Cherchons ses points critiques.

423 —4x +4y =0
ii) 4y —dy+4r =0

612in

2 (1222 -4 4\ (322-1 1
Vf(‘”’y)_( N A 1 31

Ainsi, det V2£(0,0) = 0 donc le critere de second ordre ne peut pas déterminer la nature de(0,0). En re-
vanche det V2f(—\/§, \/§) = det VQf(\[, —ﬂ) = 16x24 > 0 et trace V2f(—\/§, \@) = trace V2f(\f, —\@) =
40 > 0. Par conséquent (\f , —\/ﬁ) et (—\/5, \/ﬁ) sont des minimiseurs locaux.

La hessienne de f est donnée par la matrice de terme général ( 0" (ac)) On a donc :

Enfin, il faut évaluer f en ces points pour conclure :

£(0,0) =0 et f(v2,—v2) = (—v2,v2) = —8. Comme f admet un minimum d’apres 1), -8 est un
minimum global atteint en (\[, ,\/ﬁ) et (,ﬁ’ \/5)

Corrigé Exercice 7 Soit f : R? — R telle que :

1
fla,y) = 1964 —zy+y°

1. Montrez que f est coercive.
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Soit z,y € R. On a —2xy > —22 — y2. Ainsi,

2

1 y? oz
>ty
Or (510205 -2>2 1

Par conséquent,

1 1
f(xvy) > §(SU2 + y2) -1= §||$,y||2 -1
. Donc f est coercive.
2. Calculez les points critiques de f.

f est de Classe C*° comme fonction polynomiale. Cherchons ses points critiques.

Vi@y) =0= { 82) x;yi—yxzzoo
(i) 223 —2=0
:>{ (i) 2y—xz=0

= (@)= (0,0) ou (ry) = (=) ou m):(_%,_%)

3. Résoudre min f.

Comme un minimum existe, il figure parmi les points critiques ci-dessus. Pour chercher le minimiseur
global, on évalue la Hessienne de f :

2 _ 31’2 -1
On a det V2 f(x,y) = 622 — 1 qui est positif pour (z,y) = i(%, ﬁ) Or det V2£(0,0) = —1.
1

Comme f(f%7 *ﬁ) = f(%7 ﬁ) = —15, f admet un minimum global -1/16 atteint en +(

1 L)
27 2y/27°

S

Corrigé Exercice 10

1. Résoudre
min x4+ y.
r24y2=1
(a) La fonction f : (x,y) — o+ est continue, et 'ensemble K = {(z,y), 2% +y? = 1} est compact,
donc f atteint ses bornes sur K, en particulier le minimum existe.

(b) La fonction g : (z,y) — 2%+ y? — 1 n’est pas affine, donc on ne peut pas appliquer directement
les théoremes de qualification. On utilise alors la condition de “liberté des gradients” : le point
(z,y) est qualifié des lors que la famille {Vg(z,y)} est libre, i.e. deés que Vg(z,y) # 0, soit
(2z,2y) # (0,0). En particulier, comme (0,0) ¢ K, tous les points satisfaisant la contrainte
sont qualifiés pour KKT.

(c) On écrit le Lagrangien du probleme : L(x,y,A) = 2 +y + M(2? + y? — 1). Le systéme KKT
s’écrit alors :

oL — = =71
E(r,y, ) =0 1+2y =0 qy=2 < A=z Mz
22 +y? =1 ?+y?=1 2?4y’ =1 ’ i

Le systeme KKT posséde donc deux solutions (z,y, A) : (@, g, —@) et (—@, —?, @)

(d) En comparant les valeurs aux solutions du systéme KKT, on déduit que le minimum est atteint

en un unique point (—g, —g) et vaut —v/2.
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2. Résoudre

min z? +y
rz+y=1

(a) La fonction f : (z,y) — x + y est continue, 'ensemble K = {(z,y), z +y = 1} est fermé (mais
pas compact). De plus, f est coercive. En effet, quand ||(z,y)|| — oo, 2% — 400 ou y* — 400
si bien que 2* + y* — +o00. Donc f atteint son minimum.

(b) La fonction g : (z,y) — = +y — 1 est affine, et la contrainte est non vide. Donc tous les points
sont qualifiés pour KKT.

(c) On écrit le Lagrangien du probleme : £(x,y,\) = 2* + y* + A2 +y — 1). Le systeme KKT
s’écrit alors :

9L (z,y,A) =0 42 + X =0 42 + A =0

a—y(x,y,)\):0@ 4y +A=0<x=1y & N awl_ 1
r+y=1 r+y=1 r=1-—y 8 2
Le systeme KKT possede donc une unique solution (z,y, \) (%7 %, — )

(d) Le minimum est atteint en un unique point (

3. Résoudre

203)

J'I_I%Hl z? +y + xy.

a) La fonction f : (z — 22 4+ y? + zy est continue, 'ensemble K = {(z T+ 2y =1} est
(a) 'Y Yy Yy ) Y) s Yy
2 2
fermé (mais pas compact). De plus, f est coercive. En effet, f(z,y) = %(;v +1)? + % >
1I(z, y)||* = 400 quand ||(z,y)|| — co. Donc f atteint son minimum.
b) La fonction g : (x — x + 2y — 1 est affine, et la contrainte est non vide. Donc tous les points
( g:(z,y Y ; p
sont qualifiés pour KKT.

(c) On écrit le Lagrangien du probleme : L(x,y,\) = 22 + y? + 2y + Mz + 2y — 1). Le systéme
KKT s’écrit alors :

9L (z,y,)\) = 2e+y+A=0 2r+y+A=0 204+y=1% 2-3y=1
ay(x% )_0@ 2+ +22=0<1+22=0 SiA=-1 e Jrx=-1
r+2y=1 z+2y=1 2u=1—=x 2u=1—=x r=1-2y

Le systéme KKT posséde donc une unique solution (z,y, \) : (O, é, —7).

(d) Le minimum est atteint en un unique point (0, %) et vaut 0% + 27 +0 x % =1

Corrigé Exercice 11 Résoudre, pour p > 1 entier,

min 2% +y?
I2p+y2p:1
et

max x° + yz.

2P 4y2Pr=1

1. La fonction f : (z,y) — 2% + y? est continue, 'ensemble K = {(z,y), 2?? + y* = 1} est compact.
Donc f atteint ses bornes.

2. Soit g : (z,y) — %P +y?? — 1 la fonction de contrainte. Comme il y a une seule contrainte d’égalité,
un point (z,y) sera qualifié pour KKT dés que Vg(z,y) # 0, i.e. dés que (z,y) # (0,0), ce qui est
toujours le cas. Donc tous les points de la contrainte sont qualifiés.

3. On considere le cas p > 1. On écrit le Lagrangien du probleme : £(z,y, \) = 22 +y? + (22 +y?P —1).
Le systeme KKT s’écrit alors :

9L (2,y,A) =0 2z + 2pAx?P~1 =0 z (14 pAa?72) =0
L,y N) =0 2y +2pMy 1 =0 & Jy (1 +ply?2) =0
2p+y2p:1 x2p+y2p:1 $2p+y2p:1
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xr=0 r =41 $3=:ty
< y:::tl ou y::O ou 14_pr2p*2::0
A=... A= ... x2p:%<:>$:i(%)l/2p

Le systéme KKT possede donc huit solutions (z,y) : (0, £1), (£1,0), (j: (%)1/2]0 & (%)1/219).
. On compare les valeurs de Pobjectif f(z,y) = 2%+ y? pour les couples (z,y) solutions de KKT. On
voit que £(0,1) = f(0,~1) = £(1,0) = f(—1,0) = 1 et que f (j: ()% & (%)1/2”) — 2" > 1.

Donc le minimum est atteint aux points (0,+1), (£1,0) et vaut 1, et le maximum est atteint aux

—1
points (i (1)1/21) , £ (%)1/21’) et vaut 2°7 . Sip =1, f est constante sur K et tous les points sont

2
des minimiseurs et des maximiseurs.

Corrigé Exercice 12 Le probléeme suivant est-il convexe ? Ecrire les conditions KKT.

min ||z|2.
Ax=b

Le probléme est convexe car les contraintes d’égalité sont affines et 1'objectif f(x) = ||z/|? est une
fonction convexe. Attention, pour que le probléme soit convexe, il faut que les contraintes

soient AFFINES! Avoir des contraintes d’égalité convexe ne suffit pas!

On écrit le Lagrangien du probleme : L(x,\) = ||z]|? + (), Az — b). Les conditions KKT s’écrivent

alors :

ViL(z,A) =0 - 22+ ATA=0
Ax =b Ar=5>

Dans le cas ott AAT est inversible, on peut alors résoudre le systeme KKT :

20+ ATA=0
2w+ ATA=0 | 22+ ATA =0 = —14T)
S (2Ax+ AATA=0 & & 1
Az =1b Ao — b AATXN = -2 A=-2(AAT) b
xTr =

Exercice 13 Résoudre les problemes d’optimisation suivants :
1. min 2?4+ 4?2
z>0

y>0
z+2y=4

2. min 2?42
Tz

1. (problem 1) Le probleme s’écrit en forme standard : (HllI)l % 4y
B (2,y)<0
hae.)<0
g(z,y)=0

avec hi(z,y) = —x, ha(z,y) = —y et g(z,y) =z + 2y — 4.
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,—[Intuition / Interprétation ﬂ

)

Graphiquement,

droite bleue.

\.

(r,y) appartenant a la droite
d’équation z+2y—4 =0 avec x > 0
et y > 0 qui minimise la norme
|l(z,v)||?, autrement dit le point le
plus proche de (0,0) vérifiant la
contrainte. Il s’agit donc de la pro-
jection orthogonale de (0, 0) sur la ' — x42y-4=0

3.0

on cherche un

—0.51 x=0and y=0
% Solution

-1.0 T T T T
=il 0 1 2 3 4 5

Les fonctions hq, ho et g sont affines, elles sont donc qualifiées pour tout z,y € R. On peut donc
appliquer le théoreme KKT :

Si (z,y) est solution, alors il existe A, 1, o € R tels que :

Vf(z,y) + AVg(z,y) + 1 Vhi(z,y) + p2Vha(z,y) =0
1 >0
p2 >0
hi(z,y)u1 =0
28

ha(z,y)p2 =0 (28)
g(x,y) =0
hi(z,y) <0
h2($,y) < 0

2x + A — M1 = 0

2y+2X —p2 =0
p1 =0
po >0

=< zpup =0 (29)

yu2 =0
r+2y—4=0
x>0
y=0

e sipuy > 0 alors x = 0 et la contrainte d’égalité donne y = 2. Ainsi, on a forcément ps = 0 donc
A=-2<0et uyg =X =—-2<0; contradiction. A fortiori. on a u; = 0.

e si pg > 0 alors y = 0 et la contrainte d’égalité donne x = 4. Puis comme pq = 0, on obtient
A= —8 et pa = 2 < 0; contradiction. A fortiori on a us = 0.

e Comme p1 = pg = 0, on peut a présent éliminer A en combinant les deux premieres équations :

204+ A=0 dr+2X2=0 9% — 1 — 0
QY +20=0 ={ 2y+21=0 =>{x+2y:4_0 (30)
T+2—4=0 T+2—4=0 y—==
48
= =(z, = 31
(@9)=(5:5) (31)

4 8).

L’unique solution du syteéme KKT est donc (%, 2

575

En revanche, comme f : (z,y) — 22 + y? est convexe et les contraintes sont affines, le probleme

est convexe et KKT suffit pour garantir 'optimalitié. (

2. (probléeme 2)
3. (probléme 3)
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4. (problem 4) Le probléme s’écrit en forme standard : min e* ¥
hy (z,y)<0
ha(z,y)<0

avec hy(x,y) = e* +e¥ — 20, ha(x,y) = —z.

,—(Intuition / Interprétation :}

Graphiquement, on cherche & minimiser la fonction (z,y) — e*~¥ dont on représente les
courbes de niveau ci-dessous. Comme il s’agit de ’exponentielle de la fonction linéaire
(x,y) — x — y, ensemble des points ot la fonction est constante est toujours une droite
d’équation y = x + cte. Par ailleurs, pour minimiser f, il suffit de prendre x — —oc et
y — +oo pour que f tende vers 0 (f n’est donc pas coercive). Sans contraintes, on voudrait
donc aller le plus loin possible dans la direction (—1,1) indéfiniment pour approcher la
valeur minimale de 0. En revanche, ’ensemble des contraintes (intersection du vert et
bleu) “coupe” la partie ot f tend vers 0 indéfiniment. On s’attend donc & ce que le coin
de I’ensemble des contraintes soit la solution. Les contraintes jouent alors un role dans le
systéeme KKT (on aura par conséquent des p optimaux strictement positifs).

— eX+ey52
[ x=0
v Solution

- 3.46 x 102
- 2.64 x 102
- 1.83 x 102
- 1.01 x 102
- 2.00 x 101
- 2.68 x 10°
-3.73x 107!
- 5.18 x 1072

-7.20x 1073

L 1.00 x 1073

Les fonctions h1, ho sont convexes. En effet, hy est linéaire donc convexe. En calculant les dérivées
partielles de hq, il s’avere que h; est de classe C*° et sa hessienne est donnée par : V2hy(z,y) =

0
x,y tel que z > 0 et e + e¥ < 20; en 'occurrence (z,y) = (1, 1) vérifie le critere de Slater. Les
contraintes sont donc qualifiées en tout point. Si (z,y) est solution, alors il existe u1, ua € R tels
que :

xr
<e e%) qui est définie-positive pour tout x,y. D’apres le critere de Slater, il suffit de trouver un
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Vi@, y) +mVhi(z,y) + p2Vhe(z,y) =0
1 >0
p2 >0
hl(xay)ﬂl =0 (32)
hQ(x’y)MQ =0
hi(z,y) <0
ha(z,y) <0
e’V + et — p2 =0
{ —e" 7Y + 11e¥ =0
1 >0
p2 >0
= g = 0 (33)
yuz =0
e +e¥—-20<0
x>0

e Si g =0 alors —e®*7¥ =0 ce qui est absurde. Donc py > 0 et a fortiori la premiere contrainte
est saturée : e” +e¥ —20 = 0.
e De méme, si uo = 0 alors e™¥ + p1 = 0 ce qui est impossible avec 1 > 0 donc a fortiori on a
2 > 0 et donc z = 0.
Les deux contraintes d’inégalités sont saturées, on s’atteint donc & une solution en coin (a la
frontiere de K). 1l suffit de remplacer avec = 0 dans hy(z,y) = 0 pour obtenir y = log(19).
Finalement, on n’oublie pas de vérifier que 1, 1o sont positifs : on obtient avec z = 0,y = log(19) :
pr=e 2 >0et up=p; +e¥>0.
L’unique solution du syteme KKT est donc (0,log(19)).
En revanche, comme f et les contraintes d’inégalité sont convexes, le probléme est convexe et KKT
suffit pour garantir 'optimalitié. (0,log(19)) est donc un minimiseur global.

Corrigé exercice 15 Résoudre les problemes d’optimisation suivants en passant par la dualité Lagran-
gienne :

1. En>1{)1 x2 + y? Comme la fonction objective est convexe et les contraintes sont linéaires, ils s’agit
y=>0
r+2y=4
bien d’un probléme convexe. Le lagrangien du probleme s’écrit : L(z,y, A, p1, p2) = 2% + y? +
Az + 2y — 4) — prx — poy qui est strictement convexe en (x, y) (la hessienne étant l'identité), la
coercivité en (x, y) est triviale, pour \, u1, o fixés, £ admet un minimiseur (x, y) unique’. La

fonction duale définie par g : (A, p1, p2) — inf, L(x, y, A, u1, u2) et peut étre obtenue par :

_ 204+ A—pu1 =0
Vm,yﬁ(xyyv)‘7ﬂlau2) _0:>{ 2y+2>\—ﬂ2 :O
x=5(m—A)=0
=
{ Y=L —20) =0

1. Ceci n’est pas nécessaire, pour tout probléme convexe, le Lagrangien est convexe en x, y
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Therefore, we can compute the dual function :

g\ g, p2) = 2% + (A= p)z 4+ 47 + (24 — p2)y — 4

1 1 1 1
=gl - A)? = (A= p)* + Gk 20)% - o (k2 = 2X)?% — 4
=L oL a2
= =7 (= A)7 = (k2 = 20)7 —4A

1
7(HE = 15 = 5%+ 2 A + dpp) — 4

1 -1 O 1 M1
=~ (m p2 N[0 -1 2| [p] -4

4 12 -5/ \A
1
= ZZTAZ —2z'b
11 -1 0 1
onz=|p2|, A= 0 -1 2 ] eta=(0,0,4). Le probleme dual s’écrit :
A 1 2 =5

1
max —2TAz—2Tp
2120,222>0

g est donc une fonction quadratique (A est symétrique) et sa Hessienne est donnée par %A. En
notant A; les lignes de A, n observe que A; + 245 + A3 = 0, ainsi 0 est une valeur propre de A.
De méme, les deux premiéres lignes de A + I sont colinéaires, ainsi det(A 4+ I) = 0 donc -1 est une
valeur propre de A (étant un zéro de son polynome caractéristique). Et enfin, comme la trace est
la somme des valeurs propres et est égale a -7, la 3éme valeur propre est strictement négative. A
est donc semi-définie négative, g est donc concave 2.

On écrit le probleme dual sous forme de minimisation pour appliquer KKT :

1 . 1
max —2TAz—2Th=— min — 2T Az+2"b
212072220 2’120,2220

def . 12 . ol . e . . .
Comme S = —A est semi-définie positive, et les contraitnes sont linéaires, il s’agit encore d’un
probléeme convexe et les contraintes sont qualifiées. KKT s’écrit avec des variables duales wy, ws :

1 w1

=Sz+b— (w2 | =0

2 0
2172372101:0

= 29 — 223 — 2we =0
—21 — 229+ 523+8=0

En multipliant la premiere équation par z; on obtient z3z; = 27 donc soit z; = 0 soit 23 = z3.
Et de méme, soit zo = 0 soit zo = 223.

(cas 1). Si z1 = z3 et zo = 223 alors la 3éme équation donne 4 = 0, absurde.

(cas 2). Si 21 = 0 et 2z = 223 alors 2o = —1 < 0 impossible.

(cas 3). Si 21 = 23 et 29 = 0 alors z; = —2 < 0 Impossible.

(cas 4) Si zy = 20 =0 alors z3 = —% et wy,ws sont bien positifs.

La seule solution duale (ui1, pi2,A) = (21, 22, 23) est donc (0,0, —£). Pour retrouver les solutions
primales, on applique les étapes 3. et 4. On calcule (x, y) en remplacant (u1,u2,\) par leurs

valeurs :

4 8
x, =\ F
(2.9) = (5. 5)
qui vérifie bien la condition de complémentarité. On retrouve bien la méme solution que dans
I’exercice précédent.

2. Ceci n’est pas nécessaire, pour tout probleme convexe, la fonciton duale g est concave en les variables duales p, A
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2. min xz—y
2 +y°<1
x>0
La fonction objective est linéaire, les contraintes d’ inégalité sont convexes, il s’agit donc d’un
probleme convexe. On a donc dualité forte.

Le lagrangien du probleme s’écrit :

E(x’y,ul7u2) = l‘—y-ﬁ-ﬂl(IQ +y2 - 1) — {2

On obtient la fonction duale en annulant V, ,£ qui donne :

Yt
2
1
Y 2
Ainsi :
gl =272 (=17 1) — Ly 1) (34)
21 4 21
1
:E(2M2*4+M§*2N2+274/ﬁ*2H%+2M2) (35)
1
29 — p3 =2
_ _ 36
I pi1 (36)
S(pa - 1)1
_ _ 37
A, Ha (37)
Now we turn to solve the dual problem :
Jmax g(pn, pp) = — min gy, i)
(2 —1)+1
=— mmn ———— +
p1,p22>0 4y =

Les inégalités sont linéaires, donc les contraintes sont qualifiées partout.
Si p1, po est solution, alors KKT donne l'existence de A1, Ao tels que :

2
—W+1—A1=0
M_)\zzo

2
A1 =0
)\QIU/Q:O
A, A2 >0

Multiplying the first 2 equations by p; and uo respectively leads to :

(n2 —1)% + 1 =4p}
pa(p2 — 1)

=0
2

Si e = 0, alors A < 0 impossible. Sinon, ps = 1 et donc p; = % On applique les étapes 3 et 4, on
obtient comme candidats (x, y) la paire (0, 1) qui vérifie bien les conditions de complémentarité.
Donc (0, 1) est la solution du probléeme.

Corrigé exercice 16 Soit A € R™*"™ symétrique définie positive et b € R™.
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min z' Az +b'z ((P))
[]loo <1

1. Ecrire ce probléme sous forme standard (probléme d’optimisation différentiable sous contraintes
d’inégalités / d’égalités).
La norme infinie est définie par ||z|/c = max; |z;|, ainsi :
lZ|loo <1 |zVie —1<z; <1

. La contrainte unique en norme peut donc étre remplacée par 2n contraintes d’inégalité linéaires :

min z' Az +b'x ((P))
r<1
1<z

2. Donner le lagrangien de (P).
Soit u1, e € R™ les multiplicateurs lagagrangiens associés aux contraintes ci-dessus. On a :
Lo, piz) = 2" Az + 672+ ] (@ — 1) — g (2 +1)
3. Donner le probleme dual de (P).

Le probleme dual s’obtient en annulant le gradient de L par rapport a x :

VoL(, p1,p2) =06 (A+ ANz +b+ 1 —p2 =06 24z + b+ — iz =0
Donc z = A7 (=b— p1 + p2).

Et enfin, la fonction duale est donnée par :

1 _ 1 _ 1 _
g(p, p2) = Z(_b — g+ p2) TATH(=b — p1 + ) + §bTA Y=b =+ p2) + §(M1 — pi2) TATH(=b — 1 + p2) — (p1 +
(38)

1
= _Z(IH_ 1 — p2) AT (b + g — p) — (1 + p2) 1 (39)

Le probleme dual s’écrit :

mrf}géog(m,uz)

,—[Un dual plus joli}

On peut tres bien nous arréter la, néanmoins on remarque que ce probleme peut étre davantage
simplifié. En effet, Posons p = p1 — po. Il vient :

o1, 112) = =6+ AT b+ 1) = (s + ) 1 (40)

A optimalité, comme g1, o > 0, on a forcément 1,42, = 0 pour tout i. En effet, supposons par
labsurde qu'’il existe une paire optimale avec i tel que p1; > p2; > 0. En posant pf, ph tels que :

= o i # i (41)
pa; =0 (42)

Moy =y sig A (43)
[y = pag — 2 (44)
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[Un dual plus joli]

Alors, la différence reste inchangée : p/ = p — py = p. En revanche pf; + ph; < p1; + po;. Donc
g(uh, ph) > g(pa, p2) donc py, po n nest pas optimal, absurde.
Par conséquent a optimalité on a forcément p,92;, = 0 pour tout i. On peut donc enfin écrire :

(1 +p2) "L = |llls-
Le probleme dual s’écrit alors :

1 -1
s — O A @ ) — [l

Corrigé exercice 14 Soit A € R™" et b € R™. On s’intéresse au probléeme des moindres carrés positif :
min ||z||%.
Az=b
x>0
1. La fonction objective est clairement convexe (strictement convexe), en effet sa Hessienne est donnée
par 2I,, qui est définie positive. Les contraintes sont linéaires donc il s’agit bien d’un probleme
convexe.
2. Tout d’abord il faut garder en téte que la contrainte d ;égalité Ax = b exprime en fait m contraintes
d’égalité données par les lignes de A, on s’attend donc a avoir une variable duale A € R™. De mine,
il y a n contraintes d’inégalité données par x > 0, et donc une variable duale associée pu € R™.
Formellement, on a g(z) = Az — b et h(z) = —z. En toute généralité, la premiere équation KKT
s’écrit en fonction des Jacobiennes des contraintes :

V() + Jy(@) A+ () Tu =0

Pour s’en convaincre, il suffit de voir que le terme i du vecteur J,(z) " X est donné par Z;"Zl 2L (2) N =

m dg; m m
2t Aiger () = 5 AV (@) = 25 Vs (@)l
En l'occurrence, on V f(z) = 2z et la Jacobienne d’une fonction linéaire est donnée par sa matrice
(voir exemple 1), donc Jy(x) = A et Jy(z) = —I,,. Ainsi on obtient le systeme KKT :

20+ ATA—p=0
Az —b=0

x>0

u=0

wix; =0 t1=1.n

Corrigé exercice 19

1 . (P) peut étre réecrit :
(P) min ||v — b||?
vESI(A)

qui correspond & la projection orthogonale de b sur 'image $(A) — convexe et fermé (car sous-espace
vectoriel de dimension finie) — donc (P) admet une solution.

2 . Réponses possibles :
a) f est une fonction quadratique / polynomiale, elle est donc différentiable (de Classe C*° méme).

b) f est différentiable comme composée de deux fonctions différentiables : une fonction linéaire et la
norme Euclidienne au carré

et on a pour tout A :

fx+h)=f(x)+ (AT (Az —b),h) + hT AT Ah
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Comme h'T AT Ah = || Ah||? < |||A]||?||R]|> = o(h), le gradient de f est donné par :
Vi(z)=A"(Az —b)
3 . Le gradient de f en x est le vecteur des dérivées partielles de f en .

4 . f est polynomiale en z, elle est donc C2> OU BIEN Les dérivées partielles de f sont linéaires, elles
sont donc de Classe C! donc f est de Classe C2.

OnaVf(z+h)=Vf(x)+ AT Ah:

Comme h — AT Ah est linéaire continue (continue car en dimension finie toute application linéaire est
continue), f est deux fois différentiable et sa hessienne est donnée par

V2f(z) = AT A.
5 . Les points critiques annulent le gradient de f. Ils sont donnés par x tq :

AT(Az —b) =0 (45)

En tout point critique x et tout h on a :

flx+h)—f(z)=h"ATAh = ||AR|* > 0
donc tout point critique est un minimiseur global de f.

Lorsque f est convexe, f a au plus une valeur minimale et tout point critique est solution, ici en effet,
la hessienne de f est semi-définie positive pour tout = (car Vz,z" AT Az = || Az||? > 0), donc f est convexe,
la condition d’optimailité V f(z) = 0 est donc suffisante : toute solution de (45) est solution de (P).

6 . Comme (P) admet une solution, elle est unique si (45) admet une solution unique, i.e si AT A est
inversible.

On peut également aller plus loin, et démontrer que Ker(A' A) = Ker(A) :
rEKer(ATA) > ATAz =0=2"ATAz = 0= [|Az||> =0 = Az = 0 = z € Ker(A)

zeKer(A) = Az =0= AT Az = 0= 2 € Ker(A" A)
Donc il suffit que inversible Ker(A4) = {0} (A de rang maximal).

De méme, si f est strictement convexe, elle a au plus un minimiseur et si un point critique existe,
alors il est I'unique solution. Comme AT A est semi-définie positive, la condition AT A inversible est
équivalente & AT A définie positive qui implique f strictement convexe.

7 . (P) est un probléme des moindres carrés. En stats, il peut éventuellement servir & estimer un modeéle
de régression linéaire de la variable observée b sur les régresseurs donnés par les colonnes de A : p
correspond au nombre de variables, n au nombre d’observations.

Voici un example détaillé :

Let by, ...b, correspondent aux nombres de coup-francs marqués par Del Piero® en n = 200 matchs.
On souhaite expliquer sa performance en utilisant comme données : le classement de I’équipe adverse, la
distance au gardien, la taille moyenne des joueurs dans le mur, ’heure du match, le nombre d’heures dormis
la veille, ce qu’il a mangé avant whatever... Pour chaque variable 1 < 5 < p = 6, on note 1’observation
du match ¢ par A;;. Résoudre (P) correspond & chercher la fonction linéaire en les données A ; la plus

3. Messi aurait été un choix trop facile
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“proche” de b, c’est a dire, les x; tel que ¢; = Zj Ajjz; — b; soit petit pour tout match 4, on minimise
donc Y, ¢7 i.e (P).

En toute généralité, on suppose que les données observées suivent un modele linéaire cad ’existence
d’un certain x tel que :
Ar=b+e

oll € est une variable aléatoire centrée modélisant le bruit des mesures / l'inexactitude du modele.
Minimiser la variance empirique du bruit ¢ correspond exactement au probleme (P).

8 . Lorsque f est strictement convexe, résoudre (P) c’est résoudre (45) qui a une solution unique. Il suffit
d’utiliser un algorithme pour résoudre un systéme linéaire comme le Pivot de Gauss.

Corrigé exercice 21

1. Soit B une matrice de rang 1. Alors I'image de B est une droite engendrée par un vecteur x € R™.
Ainsi, pour tout u € R" il existe y, € R tel que Bu = y,x. En particulier pour les vecteurs
canonique de la base de R™ : Be; = y;x, y; € R. Par conséquent les colonnes de B sont donnés
par b; = y;z, le terme général B;; = x;y; et donc B = zy . Réciproquement, pour B = zy ' on a
Bu = xy"u = (u,y)x pour tout u € R™ donc I'image de B est incluse dans la droite engendrée
par . Comme x est non nul, le rang de B est 1.

Si B est symétrique de rang 1, alors par le théoréme spectral il existe P € O,,, base orthonormée

de vecteurs propres de B notés p1,...,p, tel que :
)\1 “e cee P1
B:(p1 pn) 0 :/\lplpir:axq;T
0 Pn
En posant & = /|\1|p1.

2. On développant I’expression de f, on obtient :
f@) = 2] = 207 Az + [|Alf7 > [l — 220 (A)l|2]|* + [|Alf-

Le membre de droite est un polynome en ||z||, le terme ||z||* domine lorsque ||z|| — +oco donc f
est coercive.

3. On peut obtenir le gradient et la Hessienne de f de deux facons. Soit écrire le développement
différentiel de f ou ses dérivées partielles. En passant par les dérivées partielles on a affaire a
moins de calculs.

En effet posons ¢ : z — |z||* = (X1, xf)2 Ainsi étant polynomiale en chaque z;, elle admet

des dérivées partielles données par : %(x) = 4x;||z||?. Ses dérivées partielles sont bien continues
J

olynomiales) donc ¢ est différentiable et son gradient est donné par Vo(z) = 4||z[/%x.
poly ¢ g par V¢

2 2
De méme, chaque dérivée partielle est polynomiale et on a : (ﬁifj (z) = gmz‘f (z) = 4||z|6;; + 8wz
Ou é;; = 1 si4=j et O sinon. Ainsi, comme ces fonctions sont bien continues, la Hessienne de ¢
est donnée par la matrice V2¢(x) = 4||z|%1, + 8xx .

Et enfin, en revenant a l’expression de f, on obtient :

Vf(x) = 4|z|*c — 4Az

et
V2f(z) = 4||z|?I, + 8z’ —4A.

4. Les conditions d’optimalité vérifié par un minimiseur x* sont le critére du premier ordre V f(x*) =
0 < Az* = ||z*||?2* ainsi que le critére du second ordre : pour tout h on a h' V2 f(x*)h > 0. Ainsi,
d’une part la solution 2* du probléme est un vecteur propre de A de valeur propre A = ||2*||%. Et
d’autre part on a pour tout h : 4||x*||?||h||? +8(hTx*)? — 4hT AR > 0.

Donc d’abord pour des h = h; orthogonaux & x* on obtient : |z*||?||h1||* — h{ Ahy > 0. Par
conséquent A||h1]|2 > h] Ah; pour tout hy tel que h] x = 0.
Et pour hg = az*, a € R, la contrainte V f(z) = 0 s’écrit également A||hg||? = hg Ahy.
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Donc dans les deux cas on a A||h||? > hT Ah.

Soit h € R™ quelconque. En utilisant une projection orthogonale sur la droite dirigée par z*, il
existe hg € Vect(z*) et hy € Vect(z*)* tel que h = hg+ hy. On a :

KT Ah = h{ Ahg + 2h] Ahg + h Aht < A(||holl® + ||k ||?) + 2k Ahg

Or comme hg est colinéaire & x*, on a par la contrainte d’optimalité Az* € Vect(x*) donc
Ahg € Vect(x*) donc hy 1. Ahg et donc h] Ahg =0

Ainsi, I'inégalité ci-dessus donne : hT Ah < A(||ho||? + [|h1]|?) = A||k||?. Ol la derniere égalité est
obtenue par Pythagore. On a donc :

(Vh e R™) hT AL < \|h|* (O)
Ainsi, comme X\ = ||z*||? > 0, on en déduit que toute solution du probleme z* vérifie :
Si A <0, alors la plus grande valeur propre de A est négative ou nulle et donc A = 0 donc z* = 0.
Sinon, le seul A vérifiant (O) est A, (A) donc ||z*||> = A\n(A) et 2* est un vecteur propre associé a
An(A).
5. Comme la norme de z* est fixé, on peut penser que ce dernier est bien défini et que I'on peut
conclure par coercivité. Hélas, si A > 0 et \,, a une multiplicité m > 1, ’ensemble des x* candidats

est infini. Il faut donc une réciproque pour ce cas. Nous allons montrer que f prend la méme valeur

peu importe le choix de z*. Comme A est symétrique, il existe p1, ..., p, une base orthonormée
de vecteurs propres associés aux valeurs propres \; < --- < \,, =--- = A, de A. Comme toute
solution x* est un vecteur propre associé a A, de multiplicité m, on peut écrire z* dans la base
Pimy---Pn s @ =0 aip; avec Yo x? = [|z*||2 = A,

n n
2T Azt = x*T(Z \ipip] )z* = Z Nz = Aol ||? = A2
=1 i=m
*”4

Par ailleurs ||z*||* = A2, ainsi on obtient :

f*) = AlE - X3

f est constante indépendemment du choix de x* vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité.
Par coercivité, tout x* vérifiant ces contraintes est solution.

Corrigé exercice 22

1. Soit x € R™. On a ¢(z) = (H:—H)TA(ﬁ) Comme 177 est de norme 1, les valeurs minimales des

deux problemes min, () et min, =1 x| Az sont égales. Par ailleurs, si 2* est un minimiseur
demin g1 2" Az alors, pour t € R, tz* est un minimiseur de q(z).

2. La contrainte g(z) = ||z||* — 1 définit la sphere unité qui est un compact dans R™. f étant continue,
le probleme admet une solution par le théoreme de Weirstrass.

3. La contrainte g(z) = ||z||? — 1 est qualifiée sur la sphere unité car Vg(z) = 2z # 0, ainsi {Vg(z)}
est libre pour tout z tq ||z|| = 1. Un point stationnaire (x, A) est un point qui vérifie le systeme
KKT : Vf(z) — AVg(z) = 0 et ||z]|> = 1, ce qui équivaut & Az = Az et ||z| = 1 ou encore z est
un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre \. (Remarquez que je me suis permis d’écrire
-AVg(z) dans I’équation KKT car A étant dans R, son signe est arbitraire). Dans ce cas, on a bien
T Az = \||z||? = X\. X est bien la valeur critique associée.

4. Cette inégalité peut s’obtenir trivialement en utilisation le théoréeme spectral. Ici en revanche, on
souhaite la retrouver par un argument d’optimisation.
Par la question 2), si z* est solution du probleme, alors il existe A\* valeur propre associée au
vecteur propre unitaire z* tels que z* T Az* = A\*. Et par optimalité, on a pour tout couple (z,\)
stationnaire : \* = *" Az* < 2" Az = \. Par conséquent, comme ) est arbitraire, \* = \; (la
plus petite valeur propre de A) et z* est son vecteur propre unitaire associée. Réciproquement si
x* est le vecteur propre associé a A{, alors on a x* ' Az* = \; qui est, par 2), la plus petite valeur
prise par un point stationnaire. Comme une solution existe, c¢’est forcément la solution. Ainsi par
définition de I'optimalité on a pour tout = : T Az > A\ ||z|%.
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5. Ona ||A||2 = maxHxH:l ||A:EH2 = HlaX”muzzl ;UTATA{L‘ = — min”zuz:l xT(—ATA)x = —Al(—ATA) =
—A1(—A?) =\, (A?).
Or, comme A est diagonalisable, les valeurs propres de A2 sont les carrés des valeurs propres de A.
Ainsi la plus grande valeur propre de A? est donnée par : A, (A?) = max; |\;(A)].
Si A est semi-définie positive, alors tous les A;(A) sont positives et max; |A;(A)] = An.

Corrigé exercice 23 L’ensemble des points ou les contraintes sont qualifiées est aussi dit ensemble
des points réguliers K'.

L K={(x,y,2) eR¥|z+y=1y+z>4}

Les deux contraintes sont affines, ’ensemble des points réguliers est donc I’ensemble tout entier K.
2. K={(z,9,2) e R*|2® + y* < L,y + 2 =4}

La contrainte d’égalité est affine et la contrainte d’inégalité est convexe (en effet la Hessienne de

2 00
(r,y,2) — 22 +y?> — 1 est donnée par [0 2 0] qui est semi-définie positive). Par la condition
0 0 0

de Slater, comme (z9, Yo, 20) = (0, 0.5, 3.5) vérifie la contrainte d’égalité et la contrainte d’inégalité
strictement, I’ensemble des points réguliers est .
3. K={(x,y,2) e R® |22 +y?> =1,y> + 22 = 4}

Les deux contraintes d’égalités ne sont pas affines, on ne peut donc pas utiliser la condition de
Slater. Prenons t = (x,y,2) € K. t est régulier si et seulement si la famille des gradients des
contraintes en t est libre. On a Vg (t) = (22,2y,0)" et Vgao(t) = (0,2y,22) . On rappelle que
{Vaq1(t),Vga(t)} est libre ssi a1 Vg1 (t) + aaVga(t) = 0 = a1 = ag = 0(*). Soient donc aq, ae tels
que a1Vgy(t) + a2Vga(t) =0 :

a1z = 0(2)
a1V (t) + aaVga(t) =0= < (a1 + Oég()y ): 0(i7) (46)
agz = 0(2i1

e Si z = 0 alors par les contrainte d’égalité 1 et 2 2 = 1 et 22 = 3. Donc par (ii) a; = —as et
par (iii) on a az = 0. Donc a3 = 0.
e Sinon par (i) on a a; = 0. Si y = 0 alors 22 = 4 donc ap = 0; si y # 0 alors ap = 0.
Dans tous les cas on obtient a; = ay = 0 pour tout ¢ € K, donc K’ = K.
4. K={(z,y,2) e R¥ |22 +y2 = 1,92 + 22 < 4}
Nous avons une contrainte d’inégalité et une contrainte d’égalité non affine, on ne peut qu’utiliser
la condition la plus générale du cours : Mangasarian-Fromovotiz. Pour ¢t € IC, MF est vérifiée si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
e la famille des gradients des contraintes d’égalité {Vg;(¢),i = 1... E} est libre
<’U, vyi(t» =0 ;s
hi(t) = 0= (0, Vhy(1)) <0 "(09)
La difficulté de MF réside dans le fait qu’il faut discuter si les contraintes d’inégalités sont actives
ou pas. Commencons par le premier point :

e Jv tel que {

MF 1 : (Liberté des gradients) le gradient de la contrainte d’égalité est donné (2z,2y,0)" qui
est nul uniquement pour z = y = 0, or pour tout z, (0,0,2)" ¢ K, donc {V,(t)} est libre pour
tout t € K.

MF 2 : Cherchons d’abord les v = (v1,v2,v3) " orthogonaux & la Vg(t). On a (v, Vg(t)) =0 =
v1x 4+ voy =0 (¥).

e Sila contrainte est inactive (h(t) < 0), alors il suffit de trouver un v vérifiant (*). En l'occurrence,
on peut prendre (vy,ve,v3) = (y, —x,0).

e Si la contrainte est active (h(t) = 0), alors il faut trouver un v vérifiant (*) ainsi que :
(v, Vh(t) < 0 = vay + v3z < 0 (**). Remarquons par ailleurs que comme h(t) = 0, on a
forcément z # 0, en effet, si z = 0 alors y? = 4 qui ne peut pas vérifier la contrainte d’égalité.
Dans ce cas, on peut prendre (vi,vs,v3) = (y, —x, —z + ) qui vérifie bien (*) et (**). En
effet, voy + v3z = —zy — 22 + 2y = —22 < 0.

Ainsi, MF est bien vérifiée pour tout ¢t € IC, K est donc régulier en entier.
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Corrigé exercice 24

1. Soit z € R™. Posons z* = max;—1.., ;. Quitte & réindexer les x;, on peut supposer * = x.

f5(z) = Blog (e"z; 3 eliﬁz*>

=1

=" + Blog (Zewiﬁx )
i=1

n—1 -

g:*+ﬂlog<1+z(zlﬁ )

i=1

T —

i—x* ,
7 < 1. Par conséquent :

Or on a pour tout ¢ € [1,n],2; —2* <0, donc 0 < e

n—1

0 < Blog (1 + Zezigz ) < Blog (n)
i=1
On en déduit que limg_,o+ fz(z) = 2*.

2. fp est différentiable comme composée de fonctions différentiables (exp, log, sum). La dérivée
partielle de fg est donnée par :

Zq
(r“)fg en
o (1‘ = n Tk
Ti dop—1€?
Pour des soucis de clarté et par abus de notation, posons z = (e? );—1. . Ainsi, %ﬂj(x) = .

La dérivée partielle seconde est donnée par :

2
0*fs 2) = =
D0,

™!
~~
ot 1
’[
)
a2
~—
[V

|~
N
™
3
IN—" ®
N—

N
wn
=
~

AN
o

Ainsi, on peut écrire :
1 (z"1)diag(z) — 22"
B (z71)?

3. Montrons que la hessienne de fg est semi-définie positive. Soit © € R". On a :

V2 fp(z) =

2" i ziui) — (27 u)?
u' V2 f5(2)u = ;( ﬂ)(zz(le]l)z) (z w)
_ 1 O 2o ziw) — (O ziug)?
B (zT1)2

Posons Z = (\/Zi)i=1.m- Et Z©® u = (Zju;)i=1..,. En appliquant Cauchy-Schwartz & Z et Z® u on
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obtient :

4. Pour éviter ces problemes numériques, il suffit d’utiliser I’astuce de la question 1) en écrivant :

fo(x) = max a; + fg(z — (max z;)1)

i=1.
Ainsi, en décalant les x; par leur max, toutes les valeurs x; — x* sont négatives et ne poseront pas
de probleme en passant a ’exponentielle.

5. Comme on a minz; = —max —z;, on peut poser gg(z) = —fg(—x). De méme, on peut isoler
min z; a U'extérieur de la LSE.

Corrigé exercice 25 min, f(z) (P) avec f(z) = ||Azx — b||> ot A € R™" et b € R™.

1. f est une fonction quadratique dont le gradient et la Hessienne sont donnés par V f(z) = 2(Az — b)
et V2f(x) = 2AT A qui est symétrique semi-définie positive. (En effet 27 AT Az = ||Az||?> > 0 pour
tout x). Donc f est convexe, annuler son gradient suffit pour trouver son minimum : V f(z) =0 =
AT Az = ATb. Si AT A est inversible, alors la solution du probleme est x = (AT A)~'ATb. Sinon,
alors I’ensemble des solutions est un sous-espace affine paralléle au noyau de AT A (i.e étand donné
une solution zq, pour tout = € ker(AT A), g + z est également solution). Le probléme qui se pose
est donc que I’ensemble des solutions est infini, en pratique un algorithme numérique convergera
vers 'une de ces solutions.

2. La condition d’optimalité s’écrit désormais :
(ATA4+ XDz =ATb

Comme A > 0, (AT A+ M) est définie positive méme si AT A ne I'est pas. La solution est donc
toujours unique.

3. La log-vraisemblance du modele s’écrit :

n

L(blz) = log(J ] P(bi|2)) (47)

" (b —a; Tx)?

- _ Z ( 502 C_n log(270?) (49)
i=1
b—Az||?2 n

Maximiser la log-vraisemblance £ par rapport a x est donc équivalent a

|l — Ax|®
min ——————

n
52 + 5 log(2mo?)

Quitte & multiplier / ajouter des constantes, on retrouve le probléeme des moindres carrés.
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4. L’estimateur a posteriori de x est donné par la formule de Bayes :

P(by,...,by|x)P(x)

P(x|by,...by) = Por. b (51)
x P(by,...,bplx)P(x) (52)
-11 (1 e ) —_L___hF (53)

i1 \V2mo? det(2mul,)

En passant au log :

b —Az|® =]
202 241

L(z|by,...by) =— g(log(27rcr2) + log(2mp)) (54)
Maximiser cette vraisemblance est équivalent a :

2 o’ 2
min ||b — Az||* + —||z|
x 1

7’ \ 7’ . . N 2
Par conséquence, on retrouve un probleme de régression Ridge avec le parametre A = %

,—[Bayesian vs Ridge}

Un prior Gaussien est donc équivalent a une pénalité quadratique lorsque le bruit est supposé
Gaussien. Le lien entre les hyperparametres obtenus ci-dessus peut s’intérpréter comme suit. Dans
le probleme Ridge, plus A est grand, plus la norme de x est pénalisée, on obtient donc une solution
x plus petite en norme. On voit que cette relation est inversée en Bayésien, p est inversement
proportionnel a A. u correspond a la variance de la distribution a priori supposée centrée. Plus p
est petit, plus la distribution a prior est concentrée autour de 0, privilégiant ainsi les x proches de
0, donc de petite norme.

Corrigé exercice 26

1. Soit g = Lgy. posons f:y — (y,x) définie sur R’. Si x < 0 alors f n’est pas majorée max, f(y) =
+00, sinon alors f < 0 et s’annule en y = 0. Ainsi, g*(y) = 1g~.

2. Soit ¢(z) = |z|] (n = 1). Posons f : y — zy — |y|. Si y > 0 alors f(y) = y(z — 1) sinon
f(y) = y(z +1). f est une fonction linéaire par morceau avec les pentes x + 1 sur R_ et  — 1 sur
Ry. Elle n’est majorée que si 2 +1> 0 et x — 1 <1 qui équivaut a |z| < 1. Donc g*(u) = 1;_q 1.
Si g(z) = ||z|[s = Y1, |@:] alors, comme tous les z; sont indépendants, on peut maximiser selon
chaque z; indépendemment des autres :

n n
max{x,y) — ||z|1 = max g iy — |xg| = g max x;y; — |
x T1,...Tn ZTq
i=1 i=1
. W _
Par conséquent, g*(u) = Ly, ju,|<1vi} = L{juf<1}
3. g est une indicatrice sur la boule unité (convexe) de la norme fo,. On peut montrer sa convexité
en utilisant la définition. D’apres I’énoncé admis, on a g = ¢**. Par conséquent d’aprés la question
précédente g*(u) = ||lu|1.

4. On a f(z) = ||z — b]|? pour b € R™. Sa conjugée est donnée par :

1
max(z,u) — 5}z — b/

C’est une fonction strictement concave, son maximum, s’il existe, est unique. Annuler le gradient
donne :
u—xz+b=0
Ainsi : 1
£ () = 5l + T
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5. En utilisant la dualité de Fenchel, le probleme

1
min §|\Ax—b\|2

llzllo <1

g’écrit avec f(x) = %HAx —b||* et g(z) = LT EERIES

Le dual de Fenchel s’écrit donc :

1
max — = ||u* —u"b — [[ATul)y
u 2

En écrivant §[|Az — b||> = 2T AT Az — b" Az + 1||b]|? , on obtient la meme fonction objective de

Iexercice 25 avec des parametres modifées. En utilisant le dual obtenu a la fin du corrigé — et
rajoutant la constante, le dual Lagrangien s’écrit alors :

1 1
max—i(v —ATH)T(ATA) v —ATb) — |jv|ls + §Hb”2

v

En posant u = AT v, le dual est équivalent & :

max f%(u — b)TA(ATA)flAT(u —-b) — ||ATu||1 + %||b|\2
1 1
— a2 (=BT (=)~ [ATull + 3 Bl

1
= rnax—f||u||2 —bTu— ||ATu||1
u 2
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