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Chapitre 3. Applications et thématiques avancées

1. Modèles Bayésiens hiérarchiques

2. Bayesian Machine learning
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Modèles Bayésiens hiérarchiques

On souhaite modéliser la fréquence des sinistres d’un ensemble de conducteurs dans trois villes différentes A, B, C

Trois variables à estimer: �A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

On peut considérer une approche indépendante:
Données A Données B Données C

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A ⇠ priorA

<latexit sha1_base64="zw/soKosgoPi8XoGk07Zqjx3img="></latexit>

�B ⇠ priorB

<latexit sha1_base64="A7zUkDf3TaTtffcPRjDfBAg+zqQ="></latexit>

�C ⇠ priorC

<latexit sha1_base64="E8Os97i0it2JD0eagdQ28bNKeT8="></latexit>

Quels sont les inconvénients de ce modèle ?

Aucun lien entre les régions: on n’exploite pas les similarités entre les régions

Données A Données B Données C

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C ⇠ Gamma(↵,�)

<latexit sha1_base64="0G7cy7+wi7brfPW5AeVq616+/Fs="></latexit>

Et si on utilise la 
même prior ?

↵,� fixés (vaguement, ou données historiques)

<latexit sha1_base64="0lMOYycYKHddxUjkaM5QzvfRJz4="></latexit>

Implicitement à quoi 
correspondent les quantités:

↵
� et ↵

�2

<latexit sha1_base64="lHhyxcMI5e9lyTckvOlJ1GQCc9g="></latexit>

Quels sont les inconvénients de ce modèle ?
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Modèles Bayésiens hiérarchiques

prior

Données A Données B Données C

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

�A,�B ,�C

<latexit sha1_base64="TNsDqPfONARS667rVJL5BYA7gt8="></latexit>

Ne pas forcer les paramètres a 
priori, les considérer comme des 
variables aléatoires à estimer:

�A,�B ,�C ⇠ Gamma(↵,�)

<latexit sha1_base64="0G7cy7+wi7brfPW5AeVq616+/Fs="></latexit>

↵ ⇠ prior(a)

<latexit sha1_base64="KksaWxAZO7ZHvJbBkGjvuu+oi7g="></latexit>

� ⇠ prior(b)

<latexit sha1_base64="m7em5y3ET9tUQVWYl78CRbarmn8="></latexit>

a, b fixés (vaguement, données historiques)

<latexit sha1_base64="Y3PrJ2BrCCni8OIHpRH2ge1erRw="></latexit>

hyperprior

Un modèle bayésien hiérarchique modélise les similarités et les différences entre les groupes à partir des données
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Modèles Bayésiens hiérarchiques Application 

Données de mortalité dans des hôpitaux américains.

1. Vous êtes data scientist.


2. Votre tâche est vague: “on veut un rapport sur les hôpitaux dans le pays”


3. Que faites-vous ?



1. Problématiques simples :

6

Modèles Bayésiens hiérarchiques Application 

1. Classement des hôpitaux par taux de mortalité

2. Classement des procédures par taux de mortalité

3. Classement des hôpitaux + procédures par taux de mortalité

4. Étudier l’évolution des taux de mortalité dans le temps

2. Statistiques descriptives:

1. Combien y a-t-il d’hôpitaux ? de procédures ? d’années ?

2. Données manquantes / dupliquées ?

3. Calculer un taux de mortalité fréquentiste.

4. Visualiser les hôpitaux / procédures avec une ACP.

5. Clusters évidents ? Outliers ?

3. Modélisation bayésienne

1. Pourquoi ne pas se contenter des taux fréquentistes ?

2. Définir les groupes et les lois a priori 

3. Interpréter les taux de mortalité avec leur HDI

4. Expliquer ces données avec des données externes

1. Données géographiques (ville / quartier de l’hôpital)

2. Données par hôpital (effectif, technologies utilisées, reviews)

3. Données temporelles (événements rares: accidents, 

pandémies..)
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Chapitre 3. Applications et thématiques avancées

1. Modèles Bayésiens hiérarchiques (Assurance / Biostats)

2. Classical Machine learning: zero to hero

3. Bayesian Machine learning
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Machine learning classique: zero-to-hero Exemple: Churn prediction

Un opérateur téléphonique a les données historiques sur ses clients.

Churn = 1:  client a annulé son abonnement

L’entreprise souhaite anticiper le “churn” avec un algorithme de prédiction pour cibler les clients concernés 

Dependents TechSupport Contract InternetService Months MonthlyCharges Churn
0 1 0 1 12 75.65 0
1 0 0 0 24 89.50 0
0 0 0 1 6 65.25 1
0 1 1 0 48 35.30 ?
1 0 0 1 48 85.81 ?

<latexit sha1_base64="EpRZ1L2qpjQVEggmx1gF70pNIFI="></latexit>

X = (X1, . . . ,X6) ! y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="scautMUytv5QTsnQN5BhTrhXc0o="></latexit>

f(X) ⇡ y

<latexit sha1_base64="w9Rq60aHP2WC3IEf57pY9kAZkQQ="></latexit>

On cherche une fonction f telle que:

On ne peut pas chercher g dans la totalité de l’espace des fonctions (dimension infinie), il faut paramétriser g 

f doit donner 1 ou 0, on considère alors des fonctions de type: f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

min
f

nX

i=1

(f(xi)� yi)
2

<latexit sha1_base64="vW9exiS/nzFRAbKmuTBpS7JaIUE="></latexit>

Erreur de prédiction
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séparateur linéaire en dimension 1 

On considère une seule variable “Months” qui donne la durée du contrat:

Quelle serait la fonction paramétrée g la plus simple ici ?

On ne peut pas chercher g dans la totalité de l’espace des fonctions (dimension infinie), il faut paramétriser g 

f doit donner 1 ou 0, on considère alors des fonctions de type: f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

Pouvez-vous donner des estimations vagues de ces paramètres ?

g(x) = �1x+ �0, �0,�1 2 R

<latexit sha1_base64="VsWl50xNIyDX5qziJucgxc1wL1Q="></latexit>

Chercher la meilleure f = chercher le meilleur �:

<latexit sha1_base64="gP+/NbDNQRxczOKA/AeS2QMc1cA="></latexit>

min
�2R2

nX

i=1

(1{�1xi+�0�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="VGQTvvjQ2SFbFUvmGkOx4F8EZoM="></latexit>

x = Months 2 R

<latexit sha1_base64="tm+BttikZVn8FcfCDh0GrnCnFmU="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero



On considère une deux variables: “Months” et “MonthlyCharges”:

Quelle serait la fonction paramétrée g la plus simple ici ?

f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

x = (x1,x2)

<latexit sha1_base64="yHNENr5+ZH3RPMRru8DZ1XpHR8Q="></latexit>

g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2, ↵,�1,�2 2 R

<latexit sha1_base64="RdoxEpDEBQqK2zO1m/LXMPh/zj8="></latexit>

g(x) = ↵+ h�,xi, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="40K4WgZHdvkfz9cWZfRHoCfpKnA="></latexit>

À quoi ressemble l’ensemble des fonctions g ?

g(x) = ↵+ �>x, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="39cqXcebUQLTLBERTU7ESKZAA80="></latexit>

min
↵2R,�2R2

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="lcYNqr3o4thjhtTF04Db4lHcpm4="></latexit>

On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

g(x
)
=
1

<latexit sha1_base64="vpKhanMto04QCnccxhQTk9jZZrE="></latexit>

g(x
)
=
�
1

<latexit sha1_base64="C4XqoDc6QXJG6YuUjbv7zEOGQzk="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



�

<latexit sha1_base64="HIsJipwDzPPgQaQ5vjZ7quey9K0="></latexit>

Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

↵ = 0, � varie:

<latexit sha1_base64="ssuAdPbH9H5AgTZx8UwwmEJSobc="></latexit>

↵ varie, � = [1, 1]:

<latexit sha1_base64="xpfPjkS8j8s7oBwZoErLk/2dphQ="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



min
↵2R,�2R2

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="lcYNqr3o4thjhtTF04Db4lHcpm4="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



17

Et si on utilise trois variables: g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2 + �3x
3, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="cWDvhFtvsMJyR1ZNWicEBXuoWJU="></latexit>

g(x) = ↵+ �>x, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="shzItjOXcU+ABSbmVw1kOnaNmLo="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

En dimension d: g(x) = ↵+ �>x, � 2 Rd

<latexit sha1_base64="QiZMjGnfa6V/HcjO1kvnveUprs8="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

Un espace de dimension d-1: un hyperplan

séparateur linéaire en dimension dMachine learning classique: zero-to-hero
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Régression logistique

min
↵2R,�2Rd

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="dY8oHzqe/Zrnh49VihM7DuazZYY="></latexit>

Fonction non différentiable (discontinue même) difficile à optimiser 

Au lieu de prendre le signe, transformer les scores ↵+ �>xi vers [0, 1] et modéliser des probabilités

<latexit sha1_base64="XI+E7IzOvEIVzMcSRp1k6uT7vEg="></latexit>

pi
def
= P(yi = 1|xi) = sigmoid(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="yeP8scRSh3Q4Ud+pJz+ff2F+gdk="></latexit>

On peut comparer les pi avec les yi avec la cross-entropy :

<latexit sha1_base64="CfTYvyQYeNi4Y0Hl7HFFm4AJuJY="></latexit>

min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

Modèle de régression logistique

sigmoid: t 7! 1
1+e�t

<latexit sha1_base64="dW9m8XZ00Zl/kkQonoZPtry3Uh0="></latexit>

(logistique)

On a donc une fonction de prédiction: f?
(xi) = 1 , sigmoid(↵?

+ �?>xi) � 1
2

<latexit sha1_base64="klIWPOMIzYNSzddgISrLDFhO7LY="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero
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Train and test error

“Training” data

Optimisation faite sur (x1, y1), . . . , (xn, yn)

<latexit sha1_base64="yPCEoghBk/XmjqI2iQtd3eOVTmo="></latexit>

L’erreur de prédiction sur ces données est optimisée: elle est forcément petite.

pi
def
= P(yi = 1|xi) = sigmoid(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="yeP8scRSh3Q4Ud+pJz+ff2F+gdk="></latexit>

min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

Il faut évaluer la performance du modèle sur des données 
nouvelles non vues à l’entraînement: “Test data”

x1

<latexit sha1_base64="zUhF98QN3HyDs+dCszq9DuHKsDI="></latexit>

xn

<latexit sha1_base64="XO9U5r/zrlaBv2Z+YiRBuyBJYME="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

“Training” “Learned” f*

predictions true labels

f?(x1)

<latexit sha1_base64="jiSmTwMYZ8ycqdwgOYjPrQIaZRk="></latexit>

f?(xn)

<latexit sha1_base64="HpFSt+r4nBcbMBqNbzdM2MN37nI="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

“Train” error

predictions true labels

y01

<latexit sha1_base64="KMB9WG8puNJTwxN0kEGAer1jU0M="></latexit>

f?(x0
1)

<latexit sha1_base64="BFHIO+pSXEC6MJu3n67l9rm1zoY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

f?(x0
m)

<latexit sha1_base64="iJG76F3GMh+aCziKXnIlrsC7CNg="></latexit>

y0m

<latexit sha1_base64="PiO+c7qChBKIZK1ftFDTJcye3Rg="></latexit>

“Test” error

Est-ce une bonne manière d’évaluation la performance du modèle ?

Machine learning classique: zero-to-hero
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Train error goes to zero

d = 1
d = 2

Peut-on séparer les classes avec une séparation linéaire dans ces cas ?

Non !

Non !

d = 3

Oui !

Comment évolue l’erreur sur le train au fur-et-à mesure que la dimension d augmente ?

d + 1 représente le nombre de paramètres à estimer: plus d est grand, plus le modèle est riche, complexe.

Machine learning classique: zero-to-hero
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d = 1

Quelle est la meilleure séparation linéaire sur ces données ?

Calculer l’erreur de train et de test.

d = 2 donne la meilleure erreur de test  = 0

“La meilleure” séparation linéaire sur le train n’est pas la meilleure sur le test: elle est biaisée par les outliers 

d = 2 d = 3

d = 3 donne la meilleure erreur de train = 0

Test error makes a U shapeMachine learning classique: zero-to-hero

Une grande dimension peut causer l’overfitting 
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Bias-Variance tradeoff

“Bias-Variance” tradeoff

Model complexity

Overfitting
Underfitting

Underfitting correspond à:

Grand biais ou grande variance ?

Machine learning classique: zero-to-hero

Variance nulle = prédiction constante 
 = underfitting


