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Pourquoi ce cours ?

• Données médicales physiologiques (Température, pression artérielle, cholesterol …)


• Données météorologiques (vent, précipitation, température, couverture nuageuse …)


• Données financières (prix d’actifs financiers, volumes de transactions …) 


• Données images

Comment est-ce que l’analyse univariée des données peut-elle 
conduire à des biais / conclusions erronées ?

Données multi-variées = Plusieurs variables observées en même temps

L’effet des interactions entre les variables doit être modélisé.
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Pourquoi ce cours ? Exemple 1: Inférence 

Peut-on effectuer une analyse univariée i.e variable par variable ?

Essai clinique: Efficacité d’un médicament pour traiter l’hypertension

Blood Pressure Cholesterol Level Group

118.29 198.12 Control
122.35 210.54 Control
116.58 180.73 Treatment
119.02 193.47 Control
121.94 202.21 Treatment
124.68 195.18 Treatment

...
...

...

Table 1: Sample of the Multivariate Data

<latexit sha1_base64="Dm9rCoKG0Fhu9DMo93GzOm1VhfU="></latexit>
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Pourquoi ce cours ? Exemple 1: Inférence / Tests 

Pour chaque variable, on teste l’hypothèse d’égalité des moyennes

Essai clinique: Efficacité d’un médicament pour traiter l’hypertension

Variable T-statistic P-value

Blood Pressure 1.17 0.24
Cholesterol Level 1.92 0.056

Table 1: Results of the Univariate T-Tests

<latexit sha1_base64="30yaPylMxynP9M9t/GXGZMX1kec="></latexit>

H0 : µcontrol = µtreatment

<latexit sha1_base64="pGZFz386KuNg7Nb1churCnDsvog="></latexit>

Test T-squared Statistic P-value

Hotelling T-squared Test 4.01 0.023

Table 1: Results of the Hotelling T-squared Test

<latexit sha1_base64="AqenkbKL/iNJOa86FlE7SBmw448="></latexit>

Problème 1: 
Conclusions 
différentes !

Basé sur la distribution 
Gaussienne multivariée

On effectue le test multivarié de Hotelling (qu’on découvrira plus tard) : 



Pourquoi ce cours ?

Pour chaque variable, on teste l’hypothèse d’égalité des moyennes

Essai clinique: Efficacité d’un médicament pour traiter l’hypertension

Problème 2: Supposons que les données contiennent 100 variables. Le seuil de tolérance 
est de 5%. On effectue 100 tests de Student. On obtient donc 100 p-valeurs triées:

Variable P-value

V4 0.001
V30 0.004
V2 0.01
V8 0.02
V74 0.025
V18 0.054
V19 0.07
...

...

Table 1: Summary of Variables and P-values

<latexit sha1_base64="4mgnWuxgqyxJVwwRY5h5C7tsbdM="></latexit>

Que peut-on dire ? 
rien !

Tests multiples univariés: il faut tenir compte 
du nombre de tests effectués ! La p-value est 
la probabilité de rejeter à tort l’hypothèse 
nulle. Avec 100 tests, et un seuil de 5%, on 
s’attend à avoir 5 faux positifs. 

Exemple 1: Inférence / Tests 



Pourquoi ce cours ? Exemple 2: Tests multivariés 

Nous avons les données d’observations de plusieurs lancers d’un dé 
dont les probabilités sont notés 

Tests d’égalités multiples

p1, p2, p3, p4, p5, p6

<latexit sha1_base64="Hu6UdCgmc3K2TFWxfeLFXmJgqy0="></latexit>

On souhaite écarter l’hypothèse que le dé soit équitable. 


Quelle analyse proposez-vous ?

C =

0

BBBBBB@

1 �1 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0
0 0 1 �1 0 0
0 0 0 1 �1 0
0 0 0 0 1 �1
0 0 0 0 0 0

1

CCCCCCA

<latexit sha1_base64="6JbesCIoHNOXOmo+NSf3bABTemw="></latexit>

H0 : Cp = 0

<latexit sha1_base64="wQC1BRh6c7gJbyqd8/33z22ntwU="></latexit>

p =

0

BBBBBB@

p1
p2
p3
p4
p5
p6

1

CCCCCCA

<latexit sha1_base64="EGUD1juHaMyhqpaPx2WFQehX3bQ="></latexit>

Réécrivez cette hypothèse en multivarié i.e 
avec une seule égalité faisant intervenir le vecteur

Idéalement on veut tester les égalités:
H0 : p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 = 1/6

<latexit sha1_base64="c1VN8MgzMe+oM23m0+5dmJZi4VM="></latexit>



Pourquoi ce cours ? Exemple 2: Tests multivariés 

Nous avons les données de retour sur investissement de plusieurs actifs financiers. Vous voulez 
évaluer si la corrélation entre ces variables a changé après un événement majeur (covid).

Tests de covariances

Date AAPL MSFT TSLA BTC-USD ETH-USD

01/01/2020 0.01 0.03 -0.02 0.05 0.04
02/01/2020 -0.01 0.04 0.01 0.03 0.06
03/01/2020 0.00 -0.02 0.02 0.04 -0.01
04/01/2020 0.02 0.01 -0.01 -0.02 0.03
05/01/2020 -0.03 0.03 0.00 0.06 0.02

Table 1: Daily Returns of Selected Stocks and Cryptocurrencies

<latexit sha1_base64="8i/c7uz25THvNlm/BkS0+eOEu/0="></latexit>

Avant la crise

Après la crise
Date AAPL MSFT TSLA BTC-USD ETH-USD

01/01/2024 0.01 0.03 -0.02 0.05 0.04
02/01/2024 -0.01 0.04 0.01 0.03 0.06
03/01/2024 0.00 -0.02 0.02 0.04 -0.01
04/01/2024 0.02 0.01 -0.01 -0.02 0.03
05/01/2024 -0.03 0.03 0.00 0.06 0.02

Table 1: Daily Returns of Selected Stocks and Cryptocurrencies in 2024

<latexit sha1_base64="FvP9WfOWAmQfJFQE/ja6z19sK8c="></latexit>

H0 : ⌃avant = ⌃après

<latexit sha1_base64="/5qhGqCe2B7bAXl2qmfOOgo5ti4="> </latexit>

H0 : ⌃avant = ⌃après

<latexit sha1_base64="/5qhGqCe2B7bAXl2qmfOOgo5ti4="></latexit>

H0 : ⌃avant = ⌃après

<latexit sha1_base64="/5qhGqCe2B7bAXl2qmfOOgo5ti4="></latexit>

On teste l’égalité des matrices de covariances:
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Pourquoi ce cours ?

L’analyse univariée séquentielle (variable l’une après l’autre) peut se faire mais:

1. Elle ignore les corrélations et dépendances entre les variables


2. Elle nécessite la réalisation de plusieurs tests statistiques qui augmente la 
probabilité de rejeter à tort une ou plusieurs hypothèses*.


3. Certaines hypothèses complexes nécessitent une formulation multivariée (ex: 
tests multiples, tests de covariances)

Récap des tests:

* On peut quand même y remédier en utilisant une correction pour tests multiples (Bonferroni, 
Benjamini-Hochberg ..)
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Pourquoi ce cours ?

La Gausienne (loi normale) multivariée joue un rôle centrale dans les tests 
d’hypothèse mais pas que …
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Pourquoi ce cours ?

Les données sont des SMS avec un label: spam / non-spam

Exemple 3: Détection de spam

Texte SMS Spam (1) / Non-Spam (0)

Salut, tu viens ce soir ? 0

Votre rendez-vous est confirmé pour demain. 0

Vous avez un colis en attente, cliquez ici pour récupérer. 1
Bonjour, comment vas-tu aujourd’hui ? 0

... ...
Inscrivez-vous maintenant pour gagner un iPhone ! 1
J’ai bien reçu ton email, merci ! 0

On se retrouve à 14h devant la gare. 0

N’oublie pas notre réunion demain matin. 0

<latexit sha1_base64="kO4ywJBaja31zbf/1m1dos5UPDk="></latexit>

Comment transformer les lignes texte en données numériques ?
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Pourquoi ce cours ?

Les données sont des SMS avec un label: spam / non-spam

ID SMS Type Salut tu viens ... colis gagner email réunion

1 Ok 0.2 0.2 0.2 ... 0 0 0 0

2 Ok 0 0 0 ... 0 0 0 0

3 Spam 0 0 0 ... 0.17 0 0 0

4 Ok 0 0.167 0 ... 0 0 0 0

5 Spam 0 0 0 ... 0 0.2 0 0

6 Ok 0 0 0 ... 0 0 0.25 0

7 Ok 0 0 0 ... 0 0 0 0.2

8 Ok 0 0 0 ... 0 0 0 0.167

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

<latexit sha1_base64="d3y0uhuvl8H3GQQc4Tzbq6C5JS8="></latexit>

La transformation TF-IDF

1. Quelle est la dimension de ces données ?


2. Pensez vous que la classification  (détection de spam) nécessite 
un modèle simple ou sophistiqué ? 

Exemple 3: Détection de spam

Un modèle Gaussien multivarié simple est suffisant (Naive Bayes)

Spam ⇠ N (µs, Id)

<latexit sha1_base64="ALdX1g8+7UDuRQh/wPZM7SXXPdo="></latexit>

Ok ⇠ N (µo, Id)

<latexit sha1_base64="i0A6+BtZq3HbGJTTuqZRrY7wCA4="></latexit>
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Pourquoi ce cours ? Exemple 4: Clustering

Données génomiques 

L’ADN humain compte environ 20000 gènes codant des protéines

Comment identifier les groupes de cellules ayant des profils géniques similaires ?

Modèles de classification non-supervisée (Mélange de Gaussiennes multivariées)

Cellule Gène 1 Gène 2 ... Gène 20000

1 2.3 1.5 ... 0.6
2 5.2 4.1 ... 3.1
3 2.5 1.6 ... 0.7
4 5.1 4.0 ... 3.2
5 2.4 1.4 ... 0.5
6 5.3 4.2 ... 3.0
7 2.6 1.7 ... 0.8
8 5.0 3.9 ... 3.3
... ... ... ... ...

Table 1: Données d’expression génique

<latexit sha1_base64="N0M1O3tMtqDzs5JfA9hwuHJOivA="></latexit>

X ⇠
KX

k=1

⇡kN (µk,⌃k)

<latexit sha1_base64="5jzDbCs8W3db9TocrZ8ItzXwHbs="></latexit>



y = X✓ + "

<latexit sha1_base64="ea96Be9WgeI+oGgBWidde9LV0pc="></latexit>
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Objectif: estimer l’intensité d’activation en chaque point du cerveau donnée par le vecteur

n capteurs magnétiques

y = X✓ + "

<latexit sha1_base64="ea96Be9WgeI+oGgBWidde9LV0pc="></latexit>

y 2 Rn

<latexit sha1_base64="p7uiXRDfvV6G9fanJkoYSH8QsHs="> fTVFC+dSjB6YTHG7Vm8Z8Uq4OzVr35vP787fPay3byD4wn2rfad9oPWlP7WXupdbW+dqpZmq/9pf2t/VP9vtqrDqtnserjR4nNN1ruUx3/BwEHogQ=</latexit>

X 2 Rn⇥p

<latexit sha1_base64="S9beJ0c2h/e+M3KoMg8SNALXncM="></latexit>

" ⇠ N (0,⌃)

<latexit sha1_base64="6FkHgjmDtduWiI1d7iH/aF4yiig="></latexit>

Exemple 5: Régression linéaire

Équations de Maxwell

Il faut tenir compte de l’erreur y = X✓ + "

<latexit sha1_base64="ea96Be9WgeI+oGgBWidde9LV0pc="></latexit>

y = X✓ + "

<latexit sha1_base64="ea96Be9WgeI+oGgBWidde9LV0pc="></latexit>

Pourquoi ce cours ?
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Programme

I - Loi normale (Gaussienne) multivariée

II - Inférence et test d’hypothèses

III - Modèles de prédiction / classification 

Rappels d’algèbre et de probabilités
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Rappels

Soit a, b 2 Rd

<latexit sha1_base64="mogz6H//H2aMzEqZ6TX1tfWYBbA="></latexit>

Le produit scalaire entre a et b s’écrit : ha, bi =
dX

i=1

aibi = a>b = b>a

<latexit sha1_base64="dkZuhB8T2vSxId6YbApWHbC9+A8="></latexit>

et peut aussi s’écrire:
�
a1, . . . , ad

�
0

B@
b1
...
bd

1

CA = a>b = b>a

<latexit sha1_base64="LejBwuGi58w+K2Jg0grhrAiIBHc="></latexit>

On lit: “a transposée b”

Par convention, kak correspond à la norme 2 (Euclidienne) : kak =
qPd

i=1 a
2
i

<latexit sha1_base64="7SaLGglKodUAUld2Ja4nV3me5R0="></latexit>

On note sa i�ème ligne (resp. j-ème colonne) par Xi. (resp. X.j)

<latexit sha1_base64="gmX/sD5e7VMd6fvJIKwDscIdkQI="></latexit>

Une matrice X 2 Rn⇥d a n lignes et d colonnes.

<latexit sha1_base64="aX6GXVU1+blcl+aEKrgJ2XTtscs="></latexit>

Algèbre linéaire
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Soit a 2 Rd

<latexit sha1_base64="JcqBLDbyfcpsfupHJrsicfIHSpE="></latexit>

diag(a) correspond à la matrice diagonale

0

BBB@

a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
...

...
... 0

0 . . . 0 ad

1

CCCA

<latexit sha1_base64="1Q6rvSDONdVpk+TxmLDMF2hSVuc="></latexit>

1d correspond au vecteur de dimension d avec des 1 partout

<latexit sha1_base64="/OHSocCwT3/YqU6Zu3KSxi4wDmk="></latexit>

�
1 1 . . . 1

�>

<latexit sha1_base64="Dmxkiy7ffRAAgOoBYtTDpfyHs5U="></latexit>

La matric Identité est donc Id = diag(1d)

<latexit sha1_base64="PpVY9DSf8XyzTaqCFQuS5EHgh0c="></latexit>

Le déterminant d’une matrice carrée A 2 Rd⇥d est noté par det(A) ou |A|

<latexit sha1_base64="Hol4aEboBhyL3ijMFMlXZzmDTvY="></latexit>

Rappels Algèbre linéaire



20

Matriciellement, il existe une matrice diagonale ⇤ et une matrice orthogonale
P telles ques:

A = P⇤P>

<latexit sha1_base64="5fqnTtOlYLpB1SPU40ylglEAiPs="></latexit>

Soit A 2 Sd i.e une matrice symmétrique

<latexit sha1_base64="MEMpU61zEwB6FgNfDOFgr9UUyxk="></latexit>

Le théorème spectral garantit l’existence de d valeurs propres �i associées à
d vecteurs propres orthogonaux ei qui vérifient pour tout i = 1..d:

Aei = �iei

<latexit sha1_base64="iDNBxNB/vVPj4bTlGbfKW8oaLow="></latexit>

Comment a-t-on obtenu l’écriture matricielle ?

Rappels Algèbre linéaire

Interprétation du théorème spectral
Toute matrice semi-définie positive peut s’écrire comme somme 
pondérée de matrices de rang 1
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En plus, A est semi-définie positive (resp. définie positive) ssi pour tout
i = 1..d �i � 0 (resp. �i > 0)

<latexit sha1_base64="/uvAnatt224qlnNom7G71aI7WBc="></latexit>

Le rang de A noté par rank(A) est égal au nombre de valeurs propres non
nulles.

<latexit sha1_base64="I3coTvWOeFZHnwg3zVJl/Y+O3zM="></latexit>

La trace de A est notée par tr(A) =
Pd

i=1 �i

<latexit sha1_base64="aks9xpRGQT9FI4VhY6/yKyjXAkA="></latexit>

Son déterminant est det(A) =
Qd

i=1 �i

<latexit sha1_base64="/EbCtX5jA9tzu4spgfiDsfNKP1k="></latexit>

Rappels Algèbre linéaire
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Rappels Algèbre linéaire

Matriciellement, il existe une matrice diagonale ⇤ et une matrice orthogonale
P telles ques:

A = P⇤P>

<latexit sha1_base64="5fqnTtOlYLpB1SPU40ylglEAiPs="></latexit>

Soit A 2 Sd i.e une matrice symmétrique

<latexit sha1_base64="MEMpU61zEwB6FgNfDOFgr9UUyxk="></latexit>

Et donc, comme PP> = Id, pour tout q 2 N⇤, on a:

Aq = P⇤P>P⇤P> . . .P⇤P>
| {z }

q fois

= P⇤qP>

<latexit sha1_base64="ctqUc75/NE+uYoSsb9rvKDt+sNI="></latexit>

Où ⇤
1
2 = diag(

p
�1, . . . ,

p
�d)

<latexit sha1_base64="28TkDK4bGw/z4Plt+kZ3tnVJSqw="></latexit>

Si A est semi-définie positive, on définit la racine carrée matricielle:

A
1
2 = P⇤

1
2P>

<latexit sha1_base64="SwWj3HyH7z5A+ohkzduQWAi2mnY="></latexit>
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Rappels Algèbre linéaire

Matriciellement, il existe une matrice diagonale ⇤ et une matrice orthogonale
P telles ques:

A = P⇤P>

<latexit sha1_base64="5fqnTtOlYLpB1SPU40ylglEAiPs="></latexit>

Soit A 2 Sd i.e une matrice symmétrique

<latexit sha1_base64="MEMpU61zEwB6FgNfDOFgr9UUyxk="></latexit>

Même si A n’est pas inversible, on définit la pseudo-inverse:

A+ = P⇤+P>

<latexit sha1_base64="U5LDBe1A7/FKgwZ7FPiVhQhDmDE="></latexit>

Où ⇤
+
= diag(�+

1 , . . . ,�d)

<latexit sha1_base64="IiTlrF/FfIDty72Bv+tD6zBQalQ="></latexit>

Avec �+
i = 1

�i
si �i 6= 0 et �+

i = 0 sinon.

<latexit sha1_base64="4UaP4jMsBgOV5n/SHfhBhTCv0x4="></latexit>
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Rappels Formes quadratiques

Soit A 2 Sd i.e une matrice symmétrique

<latexit sha1_base64="MEMpU61zEwB6FgNfDOFgr9UUyxk="></latexit>

La fonction de la forme:
Q : x 7! x>Ax

est appelée forme quadratique, elle est définie (semi-définie) ssi A est définie
(semi-définie) positive ssi pour tout x 6= 0 Q(x) > 0 (Q(x) � 0)

<latexit sha1_base64="GQDsRN977k4RSuR9s1b/A1soApI="></latexit>

On se positionne dans R2
. Quelle est la matrice des formes quadratiques

suivantes:

1. x 7! x2
1 + x2

2

2. x 7! x2
1 � 4x1x2 + x2

2

3. x 7! x2
1 + x1x2 + 4x2

2

<latexit sha1_base64="xsLKKh6gOJD7nxQD2OczHLIYOkI="></latexit>
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Soit A 2 Sd i.e une matrice symmétrique

<latexit sha1_base64="MEMpU61zEwB6FgNfDOFgr9UUyxk="></latexit>

Rappels Formes quadratiques

La fonction d : (x, y) 7! (x�y)>A(x�y) définit une distance si et seulement
si A est définie positive.

<latexit sha1_base64="I9CR8tNMmrv/F/ZktDOdX8+UhwE="></latexit>

Avec A = Id, on retrouve la distance Euclidienne.
Et la région (x� x0)>(x� x0) = r correspond à la sphère centrée en x0 de

rayon r.

<latexit sha1_base64="FndbJkXKmOyZg9v3t5y6mQjQz38="></latexit>

En général la région (x� x0)>A(x� x0) = r correspond à une ellipse dont
les axes principaux sont donnés par ei les vecteurs propres de A.

<latexit sha1_base64="8eVd6d+vo2Pbsql76NQ3P/9yZA4="></latexit>

La longueur de ses demi-axes est donnée par rp
�i
.

<latexit sha1_base64="nNDsIczpMxJGDzv905l7WhT5fi0="></latexit>

�1 < �2

<latexit sha1_base64="UN0bVz7shuLT8CToXZKk38m7Anc="></latexit>
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Rappels Vecteurs aléatoires

Prenons désormais un vecteur aléatoire en dimension d noté par X = (X1, . . . , Xd)>.

<latexit sha1_base64="kKvYa/MEZauI7BJfEB6DxHGktSk="></latexit>

Sa fonction de répartition (cumulative distribution function / cdf) est définie par:

<latexit sha1_base64="xKiz1jon5VZo35UqCYpFfsPwDYE="></latexit>

F : x 2 Rd 7! P(X  x) = P(X1  x1, . . . , Xd  xd) 2 [0, 1]

<latexit sha1_base64="ByQFIUYW8AnkO4dvCg4EEMKlNrg="></latexit>

X est continue ssi il existe une densité de probabilité (pdf) (probability density function) f telle que:

<latexit sha1_base64="cvBjPeyi1AJzGcf4DRmu3q8xa68="></latexit>

F (x) =

Z x1

�1
· · ·

Z xd

�1
f(u1, . . . , ud)du1 . . . dud

<latexit sha1_base64="lwVZhcMAcihg9rdy1vBsvc5JM+4="></latexit>
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Rappels Vecteurs aléatoires

Notons les k premières composantes de X par A: X =

0

@X1, . . . , Xk,| {z }
A

Xk+1, . . . , Xd

1

A

<latexit sha1_base64="beZ3MrXIlGcpp037d01YHUDT/2U="></latexit>

La fonction FA(a) = P(A  a) = F (a1, . . . , ak,+1, . . . ,+1) est dite fonction de répartition marginale

<latexit sha1_base64="qlAZgDRzF/h51Ut1tLgIGpF9FCQ="> </latexit>

fA(a) =

Z

Rd�k

f(a, uk+1, . . . , ud)duk+1, . . . , dud

<latexit sha1_base64="Qeervm0tLTQuTrzwE/jNXDaoJXE="></latexit>

Sa densité (si X est continue) est obtenue en intégrant le reste des variables:

<latexit sha1_base64="DYdH1zp/+DjYf97sob9Pgh8KZqs="></latexit>

Comment peut on obtenir la densité de A ?
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Rappels Vecteurs aléatoires

Soit X un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd)> dont la densité est notée f .

<latexit sha1_base64="pXaVyTD2z+jyK/hns1rw4Rp1lQM="></latexit>

Son espérance est donnée par:

<latexit sha1_base64="bGnCq4v313aacyOGwNVKxB3vLug="></latexit>

E(X) = (E(X1), . . . ,E(Xd))
> =

R
xf(x)dx =

0

B@

R
x1f(x)dx

...R
xdf(x)dx

1

CA

<latexit sha1_base64="zZiLKGOTn+DloTlRSVHZ0PbIGlE="></latexit>

Avec la linéarité de l’espérance, pour toute matrice A 2 Rn⇥d:

<latexit sha1_base64="ELK0kRTbgwEwqlSeI7/teeJJZf8="></latexit>

E(AX) = AE(X)

<latexit sha1_base64="RJz/3rz/dUm0MxxeS0T85/1KEHM="></latexit>



29

Rappels Vecteurs aléatoires

⌃ =

0

B@
V(X1) · · · �X1Xp

...
. . .

...
�XpX1 · · · V(Xp)

1

CA .

<latexit sha1_base64="7hbBXPBiwsDp3GZ5Y5WbsbA6w+8="></latexit>

est appelée la matrice de covariance de X qui correspond également à:

<latexit sha1_base64="tFdkSEbR1tz4MWHqZr/No+nVE0k="></latexit>

Soit X,Y deux vecteurs aléatoires de dimension d dont les espérances sont µX et µY

<latexit sha1_base64="nzybcsKWsU5gQTKzfzYf4vhV/78="></latexit>

La matrice V(X) = ⌃ = E
�
(X� µX)(X� µX)>

�

<latexit sha1_base64="/qRGfrIGeHnECZvYo84KFbTF3/A="></latexit>

Si X et Y sont indépendants alors E(XY>) = E(X)E(Y>)

<latexit sha1_base64="ETDVGhuzvdVhXmOmKDF3CpEkH44="></latexit>

On définit la covariance entre X et Y par:

<latexit sha1_base64="ugz719LG452WChcDegEHOcwBfMQ="></latexit>

Cov(X,Y) = E
�
(X� µX)(Y � µY)>

�
= E(XY>)� µXµ>

Y

<latexit sha1_base64="0rHhA+9Wlp/EIHmy/9vFdtTyiJA="></latexit>
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Rappels Vecteurs aléatoires

Propriétés de la variance et covariance

⌃ = E(XX>)� µXµ>
X

⌃ � 0

V(a>X) = a>V(X)a

V(AX+ b) = AV(X)A>

V(X+Y) = V(X) + V(Y) + Cov(X,Y) + Cov(Y,X)

<latexit sha1_base64="aVq11F8edmnKirQFxXomkYqIlos="></latexit>



31

Rappels Vecteurs aléatoires

Théorème de Cramer-Wold

La distribution de X 2 Rd est entièrement déterminée par l’ensemble de
toutes les distributions (univariées) de t>X où t 2 Rd.

Ce théorème signifie que nous pouvons déterminer la distribution de X dans
Rd en spécifiant toutes les distributions unidimensionnelles des combinaisons
linéaires

dX

j=1

tjXj = t>X, t = (t1, t2, . . . , td)
>.

<latexit sha1_base64="tg2SQYORFwma3KWYaMwd6WNYw48="></latexit>

La distribution de X 2 Rd est entièrement déterminée par l’ensemble de
toutes les distributions (univariées) de t>X où t 2 Rd.

Ce théorème signifie que nous pouvons déterminer la distribution de X dans
Rd en spécifiant toutes les distributions unidimensionnelles des combinaisons
linéaires

dX

j=1

tjXj = t>X, t = (t1, t2, . . . , td)
>.

<latexit sha1_base64="tg2SQYORFwma3KWYaMwd6WNYw48="></latexit>
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Rappels Fonction caractéristique

Fonction caractéristique

�X : t 2 Rd 7! E(eit>X) =
R
eit

>xf(x) dx 2 C

<latexit sha1_base64="Gc2sGSJ4h6tdgdxAcMfshgLarQU="></latexit>

Si X = (X1, X2, . . . , Xd)>, alors pour t = (t1, t2, . . . , td)>

�X1(t1) = �X(t1, 0, . . . , 0), . . . , �Xd(td) = �X(0, . . . , 0, td).

SiX1, . . . , Xd sont des variables aléatoires indépendantes, alors pour t = (t1, t2, . . . , td)>

�X(t) = �X1(t1) · · ·�Xd(td).

Si X1, . . . , Xd sont des variables aléatoires indépendantes, alors pour t 2 R

�X1+···+Xd(t) = �X1(t) · · ·�Xd(t).

<latexit sha1_base64="NYK9OJAV2WQ7eQQ/MQfDpMkxhTI="></latexit>

Fonction caract. 
marginale Si X = (X1, X2, . . . , Xd)>, alors pour t = (t1, t2, . . . , td)>

�X1(t1) = �X(t1, 0, . . . , 0), . . . , �Xd(td) = �X(0, . . . , 0, td).

SiX1, . . . , Xd sont des variables aléatoires indépendantes, alors pour t = (t1, t2, . . . , td)>

�X(t) = �X1(t1) · · ·�Xd(td).

Si X1, . . . , Xd sont des variables aléatoires indépendantes, alors pour t 2 R

�X1+···+Xd(t) = �X1(t) · · ·�Xd(t).

<latexit sha1_base64="NYK9OJAV2WQ7eQQ/MQfDpMkxhTI="></latexit>

Fonction caract.  
et indépendance
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I - Loi normale multivariée
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I - Loi normale multivariée Loi normale univariée

Soit X une gaussienne univariée de moyenne µ et de variance �2
. On note

X ⇠ N (µ,�2
). Sa densité est donnée par:

fX(x) =
1p
2⇡�2

exp

✓
� (x� µ)2

2�2

◆
, x 2 R.

<latexit sha1_base64="jfOQgEosF+uLM3teyzZjstWA8nY="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Loi normale multivariée

Soit X = (X1, . . . ,Xd) un vecteur aléatoire de moyenne E(X) = µ et de
variance E(XX>)� µµ> = ⌃

<latexit sha1_base64="v66h3QWkdaZkFECroO/ISHufHIM="></latexit>

X est un vecteur Gaussien ssi toute combinaison linéaire des Xi est une
Gaussienne univariée:

(8↵ 2 Rd)(9µ⇤,�⇤) ↵>X =
dX

i=1

↵iXi ⇠ N (µ⇤,�
2
⇤)

<latexit sha1_base64="A2Z0NAXFwReh9OP9wmwiSgN7tnI="></latexit>

Définition

Exercice

Soit X ⇠ N (0, 1) et une variable binaire " ⇠ U({�1, 1}) deux variables

aléatoires indépendantes. On définit Y = "X et Z = (X,Y ).

1. Montrez que les composantes de Z sont des gaussiennes univariées.

2. Z peut-il être un vecteur Gaussien ?

<latexit sha1_base64="ijNjD3rnp7U+380PhQTh2g6lDGI="></latexit>



I - Loi normale multivariée Densité

Soit X = (X1, . . . ,Xd)
>

un vecteur aléatoire Gaussien avec une moyenne

µ 2 Rd
et une matrice de covariance ⌃ 2 Rd⇥d

. On note X ⇠ N (µ,⌃). Si ⌃

est inversible, X admet une densité donnée par:

fX(x) =
1

(2⇡)d/2|⌃|1/2
exp

✓
�1

2
(x� µ)>⌃�1

(x� µ)

◆
, x 2 Rd,

<latexit sha1_base64="VJBdXYalWjSf454jN0cESUIEOVE="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Densité

Q9. Déterminer les courbes de niveau de cette 
densité, c-à-d les régions où la densité est 
constante:

(x� µ)>⌃�1(x� µ) = r2

<latexit sha1_base64="z26+F857sIK+kzIseT2w21bBNcs="></latexit>

Attention ! contrairement à la slide des formes quadratiques, 
On s’intéresse désormais aux vecteurs/valeurs propres 

de la covariance et non pas de son inverse !

On note �1  �2 et e1, e2 les valeurs et vecteurs propres de ⌃.

<latexit sha1_base64="ITa5oQ/kUgWaBYR21KPjlIH/M/0="> </latexit>

Exemple dans R2 avec ⌃ =

✓
2 1
1 2

◆
.

fX(x) =
1

2⇡|⌃|1/2
exp

✓
�1

2
(x� µ)>⌃�1(x� µ)

◆
, x 2 R2,

<latexit sha1_base64="pLPeajA9r5ApoZeR/glQNwLfaPY="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Densité

(x� µ)>⌃�1(x� µ) = r2

<latexit sha1_base64="z26+F857sIK+kzIseT2w21bBNcs="></latexit>

La région de la forme

correspond donc à une ellipse dans les 
demi-axes sont donnés par les vecteurs 
propres de la covariance


Leur longueur est  égale à 

⌃

<latexit sha1_base64="t5xUHvrkR5CAd0887yrnFVEKFIw="></latexit>

rp
1/�i

= r
p
�i

<latexit sha1_base64="ck48gk6i6fHDVqLp5VqPIYC0Njg="></latexit>



39

I - Loi normale multivariée Densité

On visualise les données pour plusieurs valeurs de la covariance ⇢:

<latexit sha1_base64="bEJ0zyM+RH206h9bDZmTUNadEmM="></latexit>

On génère des échantillons i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) où ⌃ =


1 ⇢
⇢ 1

�
.

<latexit sha1_base64="l33kI/mkMKuMIWavS5e8XtvQ3/4="></latexit>

 Que se passe-t-il lorsque la corrélation = 1 ?
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I - Loi normale multivariée Densité

On visualise les données pour plusieurs valeurs de la covariance ⇢:

<latexit sha1_base64="bEJ0zyM+RH206h9bDZmTUNadEmM="></latexit>

On génère des échantillons i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) où ⌃ =


1 ⇢
⇢ 1

�
.

<latexit sha1_base64="l33kI/mkMKuMIWavS5e8XtvQ3/4="></latexit>

La covariance n’est plus inversible: la distribution devient dégénérée
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I - Loi normale multivariée Densité

On projette les points pour obtenir la première coordonnée

<latexit sha1_base64="ermzyxe7bmV6fyHO+Xbbsj9ZzN0="></latexit>

On génère des échantillons i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) où ⌃ =


1 ⇢
⇢ 1

�
.

<latexit sha1_base64="l33kI/mkMKuMIWavS5e8XtvQ3/4="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Densité

On génère des échantillons i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) où ⌃ =


1 ⇢
⇢ 1

�
.

<latexit sha1_base64="l33kI/mkMKuMIWavS5e8XtvQ3/4="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Densité

On génère des échantillons i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) où ⌃ =


1 ⇢
⇢ 1

�
.

<latexit sha1_base64="l33kI/mkMKuMIWavS5e8XtvQ3/4="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Fonction caractéristique

Soit X ⇠ N (µ,⌃). Pour t 2 Rd la fonction caractéristique est donnée par:

<latexit sha1_base64="koR6yZISyZbJADsQM/SB8C7zOAM="></latexit>

�X(t) = E
h
eit

>X
i
= exp

�
it>µ� 1

2t
>⌃t

�
.

<latexit sha1_base64="CI8lvXWQtBBzKeB79tzRf7qWMRE="></latexit>

On considère maintenant X = (X1, . . . , Xr| {z }
Xa

, Xr+1, . . . , Xd| {z }
Xb

) ⇠ N (µ,⌃)

<latexit sha1_base64="pi+DYzGa62C/1ygDPB19dqF4MsQ="></latexit>

Où µ = (µa, µb)
>

et ⌃ =


⌃aa ⌃ab

⌃ba ⌃bb

�

<latexit sha1_base64="iXASpoApa9H7Xzq+RWKz7EuNs/E="></latexit>

Exercice

Montrez que Xa et Xb sont indépendants si et seulement si ⌃ab = 0.

<latexit sha1_base64="D31fw8JeSpu4hYIqfRGpaW6gcRI="></latexit>

La Gaussienne est la seule loi pour laquelle la dépendance équivaut à la corrélation
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I - Loi normale multivariée Whitening

Soit X ⇠ N (µ,⌃). Pour t 2 Rd la fonction caractéristique est donnée par:

<latexit sha1_base64="koR6yZISyZbJADsQM/SB8C7zOAM="></latexit>

�X(t) = E
h
eit

>X
i
= exp

�
it>µ� 1

2t
>⌃t

�
.

<latexit sha1_base64="CI8lvXWQtBBzKeB79tzRf7qWMRE="></latexit>

Exercice

1. A 2 Rn⇥d et b 2 Rn. Trouver la loi de AX+ b.

2. Quelle transformation doit-on appliquer à X pour obtenir N (0, Id).

<latexit sha1_base64="GdPPPW9FB+AeED5qEt1KimXd3dU="></latexit>

Utilité: Certains modèles (ex: ICA) et algorithmes d’optimisation (ex: SGD) 
nécessitent des variables décorrélées en input.
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I - Loi normale multivariée Whitening

Propriété

Soit X ⇠ N (µ,⌃),A 2 Rn⇥d et b 2 Rn. Alors:

AX+ b ⇠ N (Aµ+ b,A⌃A>)

<latexit sha1_base64="l0WUYyGEQfjnsKUjpx2vveXEVxA="></latexit>

Ainsi, pour A = ⌃� 1
2 et b = �Aµ on obtient:

⌃� 1
2 (X� µ) ⇠ N (0, Id)

<latexit sha1_base64="Yyggsww04MPPLE14NEZTxdma0TE="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Loi du Chi-2 

Soit X ⇠ N (µ,⌃). Pour t 2 Rd la fonction caractéristique est donnée par:

<latexit sha1_base64="koR6yZISyZbJADsQM/SB8C7zOAM="></latexit>

Rappel: Soit Z1, . . . , Zp ⇠ N (0, 1) des variables i.i.d. Alors
Pp

i=1 Z
2
i ⇠ �2(p)

<latexit sha1_base64="kDJ8hakexcuC1LjlRto7Fh2cd/Q="></latexit>

Montrez que (X� µ)>⌃�1(X� µ) ⇠ �2(d)

<latexit sha1_base64="J9PW/vcjsa+8tcbppC+jFvVtCLU="></latexit>
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I - Loi normale multivariée Théorème central limite

Théorème central limite

Soient X1, . . . ,Xn des observations i.i.d suivant une distribution quelconque

de moyenne µ et de variance ⌃. On pose X̄ =
1
n

Pn
i=1 Xi. Alors:

p
n(X̄ � µ) ⇠

n!1
N (0,⌃)

<latexit sha1_base64="V8f7uExdnJ6HcfhZKYTMlXFQAE0="></latexit>

Corollaire

Si ⌃̂u est un estimateur consistent (convergent et de biais nul) vers ⌃, alors:

p
n⌃̂

� 1
2

u (X̄ � µ) ⇠
n!1

N (0, Id)

<latexit sha1_base64="+iWCnZPVgTM6jNyfEQ/q5hAJnN0="></latexit>
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II - Inférence et tests statistiques

Partie 1 - Cas univarié
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1. Rappels: inférence en dimension 1

Par indépendance, la vraisemblance du modèle est donnée par:

µ̂ = X̄n :=
1

n

nX

i=1

xi

<latexit sha1_base64="E/ySDl6Nz8seh5SdI1zOYONeh3s="></latexit>

En dérivant, le maximum est atteint en:

�̂2 =
1

n

nX

i=1

(xi � µ̂)2

<latexit sha1_base64="YtI/lEUDpXeU9W8LXUS6Tbnh2iM="></latexit>

Soient X1, . . . , Xn des variables univariées i.i.d suivant N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="XsiAw77fqLAEn+bSIvjpu2SxMa0="></latexit>

L(µ,�|X) =
nY

i=1

1

(2⇡)1/2�
exp

✓
� 1

2�2
(xi � µ)2

◆

<latexit sha1_base64="w1jDhiWUuBg7H+6/lKwSRChhY6c="></latexit>

Mais l’estimateur de la variance est biaisé: E(�̂2) =
n� 1

n
�2

<latexit sha1_base64="JH949LoJ198tlevhrPYlCqZ7/1Y="></latexit>

Maximum de vraisemblance



Propriété (Lemme de Fisher)
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E(X̄n) = µ

<latexit sha1_base64="ynNFJTtIVf5xYVXOAjUmPV4KwsY="></latexit>

Biais nul: E(�̂u
2) = �2

<latexit sha1_base64="z3s4mNJ+NZ6ynpSklXRmG5V8COk="></latexit>

Distribution: X̄n ⇠ N
✓
µ,

�2

n

◆

<latexit sha1_base64="M4+Pf0fXOFIbYJGq/OjjpVp9f1g="></latexit>

Indépendance: X̄n et �̂2
u sont indépendants

<latexit sha1_base64="RueSygakFWQhA9HzD3TN/oAF0vc="></latexit>

Soient X1, . . . , Xn des variables univariées i.i.d suivant N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="XsiAw77fqLAEn+bSIvjpu2SxMa0="></latexit>

X̄n =
1

n

nX

i=1

xi

<latexit sha1_base64="56TylXLmoXdDk5cft0oDq8Ujz/g="></latexit>

�̂u
2 =

1

n� 1

nX

i=1

(xi � X̄n)
2

<latexit sha1_base64="BR8eYgv5cDt1E+vQtGiAV9ayPy0="></latexit>

(n� 1)
�̂2
u

�2
⇠ �2

n�1

<latexit sha1_base64="PXymNW4+rNQ+p/OLbPPM+nZ6LIM="></latexit>

1. Rappels: inférence en dimension 1 Maximum de vraisemblance



Problématique
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Vous êtes un nouveau gamer de Call of Duty. Votre dernier score K/D (kill/death) est 2. 
Vous pensez avoir le niveau pour commencer votre carrière pro sur Twitch. Comment 
pouvez-vous vérifier ou rejeter cette hypothèse ?

Mais vous “savez” que vous êtes mieux qu’un gamer amateur, car la moyenne du 
KD de tous les gamers est 1.2

2. Amateur:

Votre K/D 2 est supérieur à 1.2.  Vous faites carrière pro ?

Il se peut qu’on soit le pire “des pros” mais un pro quand même. Ou inversement, le meilleur 
amateur, mais pas assez pour en faire une carrière. Comment quantifier à quel point votre K/D est 
“exceptionnel” ?

On calcule des moyennes approximatives: 
Le KD moyen de vos 5 streamers préférés: 2.9

1. Débutant:

Votre K/D 2. est inférieur à 2.9 Vous renoncez à la carrière pro.

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 
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Comment quantifier à quel point votre K/D est “exceptionnel” -> “exceptionnellement rare” ?

Notre valeur n’est pas “très grande + rare” pour cette 
distribution, 2. semble plausible. Notre K/D moyen 
peut très bien suivre cette distribution.

L’hypothèse que notre KD suit la loi en bleu n’est 
pas absurde. On ne peut donc pas rejeter cette 
hypothèse.

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 

3. Avancé:
On a une distribution du K/D des amateurs avec une moyenne 1.2. Si on est un amateur, alors 
notre observation 2.0 “est un échantillon de cette loi”. Vérifions visuellement si cette hypothèse 
peut être vraie.

2
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Notre valeur observée 2 est tellement grande 
qu’elle devient rare pour cette distribution.

Comment développer une règle générale ?

Tellement rare qu’on remet en question 
l’hypothèse effectuée: l’hypothèse est très 
probablement fausse.

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 

Comment quantifier à quel point votre K/D est “exceptionnel” -> “exceptionnellement rare” ?

2

Et dans ce cas ?

3. Avancé:
On a une distribution du K/D des amateurs avec une moyenne 1.2. Si on est un amateur, alors 
notre observation 2.0 “est un échantillon de cette loi”. Vérifions visuellement si cette hypothèse 
peut être vraie.



 x
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supposons X = KD ~ une loi connue: on a sa CDF + quantiles (CDF-1). On observe x = 2.0
“x est trop grand s’il a dépassé un c (x > c) tel que la probabilité de le dépasser est très petite, disons 0.05”

On a supposé que notre x soit issu de cette loi 

x = 2 < Q(0.99) = 2.3 

Q(0.99)Q(0.95)

4. Expert:
2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 

“x est trop grand s’il a dépassé 1.9”

P(X � c) = 0.05 , 1� FX(c) = 0.05 , FX(c) = 0.95 , c = F�1
X (0.95) = QX(0.95) = 1.9

<latexit sha1_base64="RWwDoFbFWnjdO63amOD2VHOU2HI="></latexit>

Selon cette loi, P(observer qqch > 1.9) = 0.05
Observer x = 2 est encore plus rare

On rejette donc notre hypothèse.

x n’est plus assez grand,  
On ne peut pas rejetter l’hypothèse.

Et si on change le seuil à 0.01 ?
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supposons X = KD ~ une loi connue: on a sa CDF + quantiles (CDF-1). On observe x = 2.0

 x

“x est trop grand s’il a dépassé un c (x > c) tel que la probabilité de le dépasser est très petite, disons 0.05”

Q(0.99)Q(0.95)

4. Expert:
2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 

“x est trop grand s’il a dépassé 1.9”

P(X � c) = 0.05 , 1� FX(c) = 0.05 , FX(c) = 0.95 , c = F�1
X (0.95) = QX(0.95) = 1.9

<latexit sha1_base64="RWwDoFbFWnjdO63amOD2VHOU2HI="></latexit>

On fixe un seuil ↵ ) on compare x > QX(1� ↵)?

<latexit sha1_base64="5mMKM1TFwm+HiNUg99JYWNehpxI="></latexit>

Peut-on faire l’inverse ?
On calcule ↵?

tel que x = QX(1� ↵?
) ) on compare ↵?

à un seuil choisi

<latexit sha1_base64="shOmIo32+VgzRrKNP7CnveRzHjk="></latexit>

On calcule ↵?
tel que x = QX(1� ↵?

) ) on compare ↵?
à un seuil choisi

<latexit sha1_base64="shOmIo32+VgzRrKNP7CnveRzHjk="></latexit>

O
n
c
a
lc
u
le

↵
?
t
e
l
q
u
e
x
=

Q
X
(
1
�

↵
?
))

o
n
c
o
m
p
a
r
e
↵
?
à
u
n
s
e
u
il
c
h
o
is
i

<latexit sha1_base64="shOmIo32+VgzRrKNP7CnveRzHjk="></latexit>

Comment l’interpréter ? 
x = QX(1� ↵?) , P(X � x) = ↵?

<latexit sha1_base64="6r1XLs6B4oxrGwaqt9YHa7q6pys="></latexit>

↵? = Probabilité d’observer qqch plus rare que l’observation x.

<latexit sha1_base64="zxjPLdRpkV4BB0ZcAxI7fNdRtTs="></latexit>

C’est la p-valeur
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Ici, c’est la probabilité d’avoir 
un KD plus “rare/extrême” que le x 
observé.

Qu’est-ce-qu’une p-valeur ?

Pour un x observé, elle correspond  
graphiquement à l’aire sous la courbe 
dans la région extrême = c’est l’aire de  
la région de rejet pour le seuil x.

Ici, elle est donnée par  
c’est la 1- fonction de répartition(x), 
ou 1-cumulative distribution function (cdf).

Intuitivement c’est donc la probabilité 
de se tromper en rejetant l’hypothèse.

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 
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Vous n’avez aucune idée quelle est la bonne distribution théorique du KD. 
Vous scrapez les données de tous les matchs de tous les gamers. Vous 
visualisez les distributions:

5. Statisticien

KD ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="ZaBLdTSfUg1gjJFx3HiGEHxSHKg="></latexit>

La loi Normale semble être un bon modèle pour ces données.
La moyenne diffère d’un gamer à l’autre, mais la variance est la même.

On suppose alors que avec �2 = 0.7

<latexit sha1_base64="3no8+HvlF/Z1z4ZNfu4fkAS40D8="></latexit>

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 
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La moyenne de tous les gamers amateurs est

Vous modélisez donc votre KD par X avec �2 = 0.7

<latexit sha1_base64="3no8+HvlF/Z1z4ZNfu4fkAS40D8="></latexit>

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 
Py

th
on

⇠ N (µ,�2).

<latexit sha1_base64="OSamPscdVl3sW36JKcIfVhOyJg0="></latexit>

µ0 = 1.2

<latexit sha1_base64="7j6KWspVODTw+3v/gj3PEsOBzfA="></latexit>

Pour avoir l’espoir d’être un pro, il faut écarter l’hypothèse µ = µ0

<latexit sha1_base64="mi/TIHuo8pKnDF7txfVADiBev6s="> </latexit>

µ > µ0

<latexit sha1_base64="xI6rzUjW67AH6llxcwBOO2/lnp0="></latexit>

en faveur de l’hypothèse

Vous observez n = 10 valeurs de KD qu’on suppose i.i.d. X1, . . . , Xn.

<latexit sha1_base64="EBjTCxBWBIS1DCwXiR5oy4PDbw0="></latexit>

1. Quelle est la distribution de X̄ ?

2. En supposant que l’hypothèse H0 : µ = µ0 est vraie, définir une variable Z en fonction X̄ telle que Z ⇠ N (0, 1).

3. Définir la région de rejet de H0 en faveur de H1 : µ > µ0 pour le seuil 0.01.

4. Empiriquement, on trouve X̄ = 2.7. Peut-on rejeter H0 avec le seuil de 1% ?

5. Trouver la p-valeur de ce test.

6. On suppose désormais que l’on ne connait pas la valeur de �
2
. On remplace � par son estimateur empirique �̂ estimé

à partir des Xi observés. Cela pose-t-il problème ?

<latexit sha1_base64="d6dcZoa7y+oH4woG45zXbXK1gqI="></latexit>
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Avec le théorème central limite:

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 

Zn =
p
n
(X̄ � µ0)

�̂u

n!+1⇠ N (0, 1)

<latexit sha1_base64="29lRRZYDplmWFEK+R9GI5NojCjw="></latexit>

1. On considère que n est assez grand. Quel est le résultat du test asympto-

tique ?

2. Vous voulez vérifier qu’on peut appliquer le TCL avec n petit. Pour

di↵érentes valeurs de n, générez 1000 observations de Zn pour visualiser

son histograme. Comparez avec la densité de la distribution asymptotique.

3. Si n est petit et que le régime asymptotique n’est pas atteint, quel test

peut-on e↵ectuer ?

<latexit sha1_base64="2p64AXVVtTvd3on7V4i3G2ypnUg="></latexit>
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p
n (X̄n�µ)

�̂u

<latexit sha1_base64="YvFtCCIojNidiZQHVYlMzmVV1Vc="></latexit>

On peut par exemple, essayer de trouver la loi exacte de:

Où �̂u
def
=

1
n�1

Pn
i=1(Xi � X̄n)

2

<latexit sha1_base64="ewk6lENOM7UtskOEkk921KHrvgk="></latexit>

Soit Xi ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="5FtBtCq1WXwZLwiBj10yBAqoH5E="></latexit>

On démontre que cette variable a pour densité: 

f(z) =
�
�
n
2

�
p

(n� 1)⇡ �
�
n�1
2

�
✓
1 +

z2

n� 1

◆�n
2

<latexit sha1_base64="fqLTx5WrSWkq3V88ZhaHri1i8cU="></latexit>

On peut l’intégrer et trouver ses quantiles.

Bingo ! Vous avez inventé un test statistique.

2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistique: du débutant à l’expert 



C’est exactement ce qu’a fait le chimiste 
William Sealy Gosset en 1908. Son employeur 
l’autorise à publier ses résultats sous le 
pseudonyme de “Student”. 
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Plus tard, Ronald Fisher démontra 
rigoureusement les résultats de W. Gosset en 
utilisant la lettre “t”: “Student’s t-distribution”

2. Rappels: tests en dimension 1 Qui est “Student” ?



Propriété: loi de student

2. Rappels: tests en dimension 1 Test de Student à un échantillon

Indication: On rappelle que le lemme de Fisher donne:

Soit X ⇠ N (0, 1) et Y ⇠ �2
p. Alors:

Xq
Y
p

⇠ tp

<latexit sha1_base64="7TJ/Bk7/r0vnHJYN7tGHOiTh2GI="></latexit>

Soit X ⇠ N (0, 1) et Y ⇠ �2
p deux variables indépendantes. Alors:

<latexit sha1_base64="4TRDDt7C7M6ZI5f3UThqCszUnBA="></latexit>

Corollaire 1: One sample Student’s t-test

Soit X1, . . . , Xn i.i.d suivant N (µ,�2). Alors:

<latexit sha1_base64="sWEV4WFh9TfxkmJc/CVF4w1U2Rg="></latexit>

p
n (X̄�µ)

�̂u
⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="cHhFM2/waaw3/ModNjPnuzlpKpA="></latexit>

(n� 1)
�̂2
u

�2
⇠ �2

n�1

<latexit sha1_base64="PXymNW4+rNQ+p/OLbPPM+nZ6LIM="></latexit>



Exercice

1. Dans votre bilan sanguin vous lisez: niveau de Potassium: 2.0mg /dL ce qui est trop faible par 
rapport à la valeur saine de référence 3.5 mg / dL. Avant de prendre des suppléments, vous voulez 
vous assurer que cette valeur est “trop faible”, vous effectuez quatre mesures supplémentaires. 
Les cinq mesures donnent: 2.0, 2.4, 2.8, 1.6. 3.2. Faites l’étude statistique adéquate.

4. Peut-on utiliser une telle étude pour confirmer statistiquement qu’on est en bonne santé ?

2. Rappels: tests en dimension 1 Test de Student à un échantillon

2. Que devrait-on modifier pour démontrer que l’on a un surplus de Potassium ?

3. Que devrait-on modifier pour démontrer que l’on a un taux anormal de Potassium ?



2. Rappels: tests en dimension 1

Problématique

Vous remarquez que lorsque vous jouez à Call of duty chez votre ami votre performance est 

médiocre. Vous pensez que son débit internet en est la raison. La moyenne de votre ping est 

54ms. Celle de votre ami est 75ms. 

Test de Student à deux échantillons indépendants

En général, on peut supposer que le ping suit toujours une loi normale et que seule la 

moyenne diffère d’une installation à une autre. Comment peut-on vérifier si cette différence 

est statistiquement significative ? 



2. Rappels: tests en dimension 1

Vous prenez alors des échantillons des pings de chaque côté:

X1, . . . , Xn1 ⇠ N (µ1,�2)

<latexit sha1_base64="9FrFaAcnFsEICny4zUoRoLvi94w="></latexit>

Y1, . . . , Yn2 ⇠ N (µ2,�2) et que les Xi sont indépendants des Yi.

<latexit sha1_base64="7Es7rC2wBDu38aZOoml7H2hPBEU="></latexit>

On suppose que les Xi sont indépendants des Yi.

<latexit sha1_base64="Ti9i/EtmSofLnB6tJ0WnoK2ozfw="></latexit>

Test de Student à deux échantillons indépendants

Exercice

On suppose l’hypothèse H0 : µ1 = µ2.

1. Quel est la loi de X̄ � Ȳ ? En déduire, en fonction de �, une variable

⇠ N (0, 1).

2. Montrez que �̂
2
u,a =

(n1�1)�̂2
u,X+(n2�1)�̂2

u,Y

n1+n2�2 estime �
2
sans biais.

3. En utilisant le lemme de Fisher, en déduire que:
X̄�Ȳ

�̂u,a

q
1
n1

+ 1
n2

⇠ tn1+n2�2

<latexit sha1_base64="2wHB/OVeXtEtg0gqw3VXCLIcldA="></latexit>



2. Rappels: tests en dimension 1 Test de Student à deux échantillons indépendants

Corollaire 2: Two samples Student’s t-test

X̄ � Ȳ

�̂u,a

q
1
n1

+ 1
n2

⇠ tn1+n2�2

<latexit sha1_base64="cW7ntA9bShKzdJiuaxojfLdeJtA="></latexit>

Exercice

Voici les pings observés:
X 62 49 74 90 55 70
Y 89 78 71 53 80 101

<latexit sha1_base64="teOv+2MEOm3kIC7FoSrGGWrp0e8="></latexit>

Les deux connexions internet ont-elle des pings moyens différents ?

Soit X1, . . . , Xn1 ⇠ N (µ1,�2
) et Yi ⇠ N (µ2,�2

) des observations i.i.d. On

suppose que les Xi sont indépendants des Yi. On définit la variance empirique

agrégée: �̂2
u,a =

(n1�1)�̂2
u,X+(n2�1)�̂2

u,Y

n1+n2�2 . Alors:

<latexit sha1_base64="0bcnfF4+M/DuSDmMr/ffHwGtQ9A="></latexit>



2. Rappels: tests en dimension 1 Test de Student: deux échantillons dépendants

Problématique

Vous remarquez que lorsque vous utilisez une souris pro, votre score KD (Call of Duty, toujours) est 

mieux. Vous voulez évaluer si cette différence est significative. Vous avez les scores de plusieurs 

matchs avant et après l’achat de la souris: A1, . . . , An (after) et B1, . . . , Bn (before).

<latexit sha1_base64="feu4NHMAVS9xWjVohkleDZkKjU4="></latexit>

On peut supposer que les matchs sont indépendants les uns des autres. Mais on ne peut pas 

supposer l’indépendance de A et B. Quelle procédure statistique peut-on appliquer ?

On considère les di↵érences Zi = Ai �Bi qu’on modélise suivant N (µ,�2
).

<latexit sha1_base64="SGzmGLEFIIHMpc1lhfR1DDyHy58="></latexit>

1. Quelles Hypothèses H0 et H1 sont adéquates ici ?

2. Définir la statistique du test sous H0.

3. Quelle hypothèse peut-on relâcher si on suppose que n est très grand ?

<latexit sha1_base64="E4ZwOHeqEGrxTb2nRZZqCbxssq8="></latexit>



Test statistique Conditions Hypothèse 
nulle Statistique du test

1. Test à un échantillon:  
Comparaison avec une moyenne 
connue

2. Test à deux échantillons 
indépendants: Comparaison de 
deux moyennes empiriques

3. Test de student à deux 
échantillons dépendants (paires)

2. Rappels: tests en dimension 1 Test de Student: Résumé

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

Zi = Xi � Yi ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="yDrjxDKuhngNA+vnLcmNXlMOQT0="></latexit>

Z1, . . . , Zn i.i.d

<latexit sha1_base64="iTGg/D/suLX3b15e486kVqCLV4A="></latexit>

µ = 0

<latexit sha1_base64="IDYtBot6T5BxVcShrT2FceAmOuw="></latexit>

p
n

Z̄

�̂u,Z
⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="zvRlQPJ4W7O+Tq63YizctBypC+0="></latexit>

Remarque:  Si n est assez grand, la condition de normalité n’est plus nécessaire. La loi du test est N (0, 1).

<latexit sha1_base64="U6ciMTUp6TArfp468wADie9Lz3g="></latexit>

H0 : µ1 = µ2 ) X̄1�X̄2

�̂u,agr

q
1
n1

+ 1
n2

⇠ tn1+n2�2

<latexit sha1_base64="YBBGTGFFMppfcozD3cBgcwFtyjw="></latexit>

H0 : µ1 = µ2 ) X̄1�X̄2

�̂u,agr

q
1
n1

+ 1
n2

⇠ tn1+n2�2

<latexit sha1_base64="YBBGTGFFMppfcozD3cBgcwFtyjw="></latexit>

Y1, . . . , Yn i.i.d ⇠ N (µ2,�2)

<latexit sha1_base64="AIFAfTjknHAhQ/rAj89y9RLQiWE="></latexit>

X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

Y1, . . . , Yn i.i.d ⇠ N (µ2,�2)

<latexit sha1_base64="AIFAfTjknHAhQ/rAj89y9RLQiWE="></latexit>

⇠ N (µ1,�2)

<latexit sha1_base64="97BAdy+DB1XDAm4nmLv7UffsqrE="></latexit>

Xi ? Yi

<latexit sha1_base64="KnWiAJWvyX8NgVvl5KrDBel/z0w="></latexit>

Où �̂2
u,agr =

(n1�1)�̂2
u,X+(n2�1)�̂2

u,Y

n1+n2�2

<latexit sha1_base64="1WfLSlX+j10PzwXvV/jVL/m8Ffs="></latexit>



2. Rappels: tests en dimension 1 régime asymptotique

Quand est-ce que n est “assez grand” ?

Simuler des échantillons X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

de distribution quelconque de moyenne µ0

<latexit sha1_base64="VJNjbr3Rgt0/6pFD8rvlDB8l7OA="></latexit>

Et comparer la distribution de à la distribution asymptotiqueSi n est assez grand, la condition de normalité n’est plus nécessaire. La loi du test est N (0, 1).

<latexit sha1_base64="U6ciMTUp6TArfp468wADie9Lz3g="></latexit>

pour des valeurs différentes de n.  À partir de quel n, la distribution semble-t-elle avoir convergé ?

Python



2. Rappels: tests en dimension 1 régime asymptotique

Quand est-ce que n est “assez grand” ?

On va simuler des échantillons X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

de distribution quelconque de moyenne µ0

<latexit sha1_base64="VJNjbr3Rgt0/6pFD8rvlDB8l7OA="></latexit>

Et comparer la distribution de à la distribution asymptotiqueSi n est assez grand, la condition de normalité n’est plus nécessaire. La loi du test est N (0, 1).

<latexit sha1_base64="U6ciMTUp6TArfp468wADie9Lz3g="></latexit>

pour des valeurs différentes de n.

Comment quantifier la proximité i.e la convergence vers la loi normale standard? 

Il nous faut une mesure de distance entre des distributions de probabilité. 

On peut utiliser la distance de Wasserstein (Earth mover distance - EMD)

(En python la librairie POT — python optimal transport)



2. Rappels: tests en dimension 1 Test statistiques: Résumé

Conclusion

1. Le but d’un test statistique est de quantifier si la di↵érence observée D est signficative ou pas.

2. L’hypothèse H0, souvent, suppose: “aucune di↵érence”.

3. L’alternative H1 est donnée par le contexte: on veut rejeter H0 si H1 est vrai.

4. Ainsi, les valeurs D pour lesquelles on rejette H0 (zone de rejet) définissent H1.

5. Sous l’hypothèse H0 : “aucune di↵érence”, D suit une loi L donnée (Normale, Student, ..).

6. Si n est très grand et D converge en loi vers L, on parle alors de test asymptotique.

7. Si la valeur observée D = d est en faveur de H1 et a une très faible probabilité selon la loi L, on rejette H0.

8. Sinon, H0 reste plausible.

9. La p-valeur correspond à la probabilité d’observer une valeur plus extrême que d avec H0 vrai.

10. C’est la probabilité de se tromper en rejetant H0: On rejette donc H0 pour des p-valeurs très petites.

<latexit sha1_base64="VX0CflF4scOUlbgOw4zev77ZYrs="></latexit>
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II - Inférence et tests statistiques

Partie 2 - Cas multivarié
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Maximum de vraisemblance

L(µ,⌃|X) =
nY

i=1

1

(2⇡)d/2|⌃|1/2
exp

✓
�1

2
(xi � µ)T⌃�1(xi � µ)

◆

<latexit sha1_base64="5x2fKwlE2oZCxJqp8F9gKN1YL8k="></latexit>

Par indépendance, la vraisemblance du modèle est donnée par:

Soient X1, . . . ,Xn des variables i.i.d suivant N (µ,⌃)

<latexit sha1_base64="2QCMBpZzHgq17JOnVxnSXeHQDO0="></latexit>

µ̂ = X̄n :=
1

n

nX

i=1

xi

<latexit sha1_base64="E/ySDl6Nz8seh5SdI1zOYONeh3s="></latexit>

⌃̂ =
1

n

nX

i=1

(xi � µ̂)(xi � µ̂)T

<latexit sha1_base64="bkoA/+upsFW8tlFEKuWbgEp3Euo="></latexit>

On peut démontrer que son maximum est atteint en:

1. Modèle Gaussien

Preuve en TD



Propriété (Lemme de Fisher)

75

Soit n observations i.i.d X1, . . . , Xn ⇠ N (µ,⌃)

<latexit sha1_base64="jQR2quVIBx/3F30NWVr/Y4rtW5U="></latexit>

⌃̂u =
1

n� 1

nX

i=1

(Xi � X̄n)(Xi � X̄n)
>

<latexit sha1_base64="ver9byGim37bDDdICvUcS1+J/vQ="></latexit>

X̄n =
1

n

nX

i=1

Xi

<latexit sha1_base64="lO4Zz5acB2KfR4fz9BSB32Nw2s4="></latexit>

E(X̄n) = µ

<latexit sha1_base64="ynNFJTtIVf5xYVXOAjUmPV4KwsY="></latexit>

E(⌃̂u) = ⌃

<latexit sha1_base64="XmMhIQXZmMFf0NuZdQop5A6Xwas="></latexit>

Biais nul:

X̄n ⇠ N
✓
µ,

1

n
⌃

◆

<latexit sha1_base64="Kap/K7zJ4FDbBA1jVnvSyg2qr3Q="></latexit>

Distribution:

X̄n et ⌃̂u sont indépendants

<latexit sha1_base64="2TXCjlsCbQVcCqynEos3RKnyFO4="></latexit>

Indépendance:

Loi de Wishart
(n� 1)

<latexit sha1_base64="+lPQXJcnpFlQDOktNbjS1WqT8y4="></latexit>

⌃̂u ⇠ Wd(n� 1,⌃)

<latexit sha1_base64="W1umz63icCqCbLS1O4m7iiPqZ5U="></latexit>

Maximum de vraisemblance1. Modèle Gaussien



Définition

76

La loi de Wishart est une distribution dans l’espace des matrices définies
poitives. Soit X1, . . . ,Xn ⇠ N (0,⌃) des vecteurs Gaussiens i.i.d. Alors:

nX

i=1

XiX
>
i ⇠ Wd(n,⌃)

<latexit sha1_base64="opKp9R3pIJbnZFJL7YMclD0lhms="></latexit>

À quoi correspond cette loi en dimension 1 ?

On retrouve la loi du Chi-2 en prenant également des projections en 1D:

Propriété

Soit a 2 Rd tel que a>⌃a 6= 0 et V ⇠ Wd(n,⌃) alors:

a>V a

a>⌃a
⇠ �2(n)

<latexit sha1_base64="tLUO7xNREsqDVqwTl7tfFI9ujBE="></latexit>

Soit a 2 Rd tel que a>⌃a 6= 0 et V ⇠ Wd(n,⌃) alors:

a>V a

a>⌃a
⇠ �2(n)

<latexit sha1_base64="tLUO7xNREsqDVqwTl7tfFI9ujBE="></latexit>

Loi de Wishart1. Modèle Gaussien



77

Distance de Mahalanobis

On a les mesures de deux personnes:

Personne A:     70    et     110

Personne B:     87    et     113

Quel personne a la plus grande probabilité 
d’être en bonne santé ?

Car la distance Euclidienne ignore la corrélation 

1. Modèle Gaussien

Problématique 2

La tension artérielle se mesure deux fois: 
- Tension artérielle systolique (TAS): Pendant les battements cardiaques (environ 120mmHg) 
- Tension artérielle diastolique (TAD): Entre deux battements cardiaques (environ 80mmHg) 
Dans une population saine, on suppose qu’on observe la distribution suivante:

Pourtant, les mesures de A sont plus lointaines 
de la moyenne que celles de B !

Hypertension

Hypotension

Hypertension 
S. isolée

Hypertension 
D. isolée
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Si on n’avait pas de corrélation, les deux scénarios seraient équivalents:

Distance de Mahalanobis1. Modèle Gaussien



79

Avec la corrélation, le scénario B a une densité plus faible: il est plus rare

Distance de Mahalanobis1. Modèle Gaussien
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Pour cela, on utilise la distance de Mahalanobis qui prend en compte la covariance:

d⌃(x, µ) =
q
(x� µ)T⌃�1(x� µ)

<latexit sha1_base64="r1cZoZj+mmJ2O3ntNj0oieXuzkM="></latexit>

⌃ =

✓
1 c
c 1

◆

⌃�1 =
1

1� c2

✓
1 �c
�c 1

◆

<latexit sha1_base64="Te4GIrPoFXRNM7mojwHDwGoN++Q="></latexit>

z = x� µ = (z1, z2)
>

<latexit sha1_base64="lG3OOnE7LguVFC7RXK4okJvuJfU="></latexit>

d⌃(x, µ)
2 = zT⌃�1z =

1

1� c2
(z21 + z22 � 2cz1z2)

<latexit sha1_base64="Kvei7UOoqVoFxT4G4ZOzcD50GlA="></latexit>

⌃ =

✓
1 c
c 1

◆

⌃�1 =
1

1� c2

✓
1 �c
�c 1

◆

<latexit sha1_base64="Te4GIrPoFXRNM7mojwHDwGoN++Q="></latexit>

Exemple avec c > 0:

�2cz1z2 < 0 , z1 et z2 ont même signe.

<latexit sha1_base64="gmbccHIwsKR5SsQpNElEy5zEbmw="></latexit>

Remarque: cette distance est inversement liée à la densité

�2cz1z2 > 0 , z1 et z2 ont des signes opposés.

<latexit sha1_base64="Swk3MIkCKwgJKTK3hOa3qEXHXNg="></latexit>

z2 < 0

z1 > 0

Distance de Mahalanobis1. Modèle Gaussien



Théorème central limite2. Test Multivariés

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃). On suppose ⌃ connue, on

a donc X̄ ⇠ N (µ,
⌃
n ). Pour évaluer l’hypothèse H0 : µ = µ0, on calcule donc la

distance:

d⌃
n
(X̄, µ0) =

<latexit sha1_base64="FjrKGn3eOVizfXb4cJTSgIhQXto="></latexit>

d⌃
n
(X̄, µ0)

2 = (X̄� µ0)
>
✓
⌃

n

◆�1

(X̄� µ0)

<latexit sha1_base64="G6zcDOoQUQYHFu6BBMMc74/z1eQ="></latexit>

Qu’est ce qu’il nous faut pour en faire un test statistique ?

d⌃
n
(X̄, µ0)

2 =

0

BBBB@

✓
⌃

n

◆�1/2

(X̄� µ0)

| {z }
def
= Z⇠N (0,I)

1

CCCCA

>

 ✓
⌃

n

◆�1/2

(X̄� µ0)

!
=

dX

j=1

Z2
j ⇠ �2

d

<latexit sha1_base64="jmwEtAIGB5yUhH494U0XjwsJz3g="></latexit>

Et si on ne connait pas        ?⌃

<latexit sha1_base64="UJgNQxhcP8yc6DvWp8ojvnASpSU="></latexit>

Il faut connaître sa distribution



Théorème central limite2. Test Multivariés

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃). On suppose ⌃ connue, on

a donc X̄ ⇠ N (µ,
⌃
n ). Pour évaluer l’hypothèse H0 : µ = µ0, on calcule donc la

distance:

d⌃
n
(X̄, µ0) =

<latexit sha1_base64="FjrKGn3eOVizfXb4cJTSgIhQXto="></latexit>

d⌃
n
(X̄, µ0)

2 = (X̄� µ0)
>
✓
⌃

n

◆�1

(X̄� µ0)

<latexit sha1_base64="G6zcDOoQUQYHFu6BBMMc74/z1eQ="></latexit>

Et si on ne connait pas        ? Peut-on la remplacer par         ?⌃

<latexit sha1_base64="UJgNQxhcP8yc6DvWp8ojvnASpSU="></latexit>

⌃̂u

<latexit sha1_base64="QshiCf67LwrimQlMCq2xoGZP1ZM="></latexit>

Si n est assez grand, alors par le thèorème CTL:

d ⌃̂u
n

(X̄, µ)
n!1⇠ �2

d

<latexit sha1_base64="v/0jZPbqXDadMgn4HHkSZUThoF8="></latexit>

d ⌃̂u
n

(X̄, µ0)
n!1⇠ �2

d

<latexit sha1_base64="Z2jZDwgAv9blTtGHy0b5adzqrRw="></latexit>

Sinon, il nous faut la loi exacte de

<latexit sha1_base64="fKImNEVhS1Es+qiqPEEvnsABBjM="></latexit>

d ⌃̂u
n

(X̄, µ0)
n!1⇠ �2

d

<latexit sha1_base64="Z2jZDwgAv9blTtGHy0b5adzqrRw="></latexit>
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Hotelling généralise la loi t de Student au cadre multivarié:

Soit Z ⇠ N (0,⌃) indépendant de M ⇠ Wd(m,⌃) alors:

mZ>M�1Z ⇠ T 2(d,m)

<latexit sha1_base64="A3W/YPZiTFpqYptqtJkiRimBSn0="></latexit>

Définition

Loi T2 de Hotelling

Soit x̄ la moyenne empirique d’un vecteur N (µ,⌃) et Su la covariance em-
pirique.

1. Montrez que n(x̄� µ)>S�1
u (x̄� µ) ⇠ T 2(d, n� 1)

2. Que devient ce résultat en dimension 1 ?

<latexit sha1_base64="WHa29xQs1EHWagmGSxwC5Jh0Ed0="></latexit>

Test de Hotelling de la moyenne 
à un échantillon

Test à un échantillon2. Tests de Hotelling
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La loi de Hotelling est directement liée à la F-distribution de Fisher:

Théorème 

T 2(d, n) =
dn

n� d+ 1
Fd,n�d+1

<latexit sha1_base64="VMkiR41d4xBs29J1O1pEo77zQaw="></latexit>

Où la statistique F est la loi du ratio de deux Chi-2 indépendantes et normalisées:

Fp,q =
�2(p)/p

�2(q)/q

<latexit sha1_base64="u+zV/8Gyz6s6/s1/mwnsekLFSsk="></latexit>

Test à un échantillon2. Tests de Hotelling



85

Corollaire 1: One sample Hotelling’s T2 test

Soit X1, . . . ,Xn i.i.d suivant N (µ,⌃). Alors:

<latexit sha1_base64="5dj+xxIuoMjDcypughQ9iNWK2Qw="></latexit>

n(X̄� µ)>S�1
u (X̄� µ) ⇠ T 2(d, n� 1)

<latexit sha1_base64="rYKqWEai2I/kFV+irXlWzS38xY8="></latexit>

=
d(n� 1)

n� d
Fd,n�d

<latexit sha1_base64="IbfiokHP5Ie30eDDlHe6Fna42Cc="></latexit>

Exercice

On applique le test de Hotelling sur des échantillons simulés en prenant une distribution N (µ,⌃) avec:

<latexit sha1_base64="Yit+9ePMdReufwXqYoqIYJ27Jok="></latexit>

µ = (0.2,�0.2)> ⌃ =

✓
1 c
c 1

◆

<latexit sha1_base64="JJk1SzffB3t5r9Nf8bexpdTPyo0="></latexit>

1. Avec c = 0, simulez n = 10 observations suivant cette loi.

2. E↵ectuez le test de Hotelling H0 : µ = (0, 0)
>

contre H1 : µ 6= 0.

3. E↵ectuez le test de Student équivalent sur chaque variable. La conclusion est-elle la même ?

4. Que se passe-t-il lorsqu’on prend c = 0.95 ?

5. Pour di↵érents c 2 [�1, 1] Lancer l’expérience 100 fois. Tracez les moyennes des pvaleurs en fonction de c.

<latexit sha1_base64="aWVPl2CIlVfSphK1Pyhazjp5Q68="></latexit>

Test à un échantillon2. Tests de Hotelling
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Corollaire 2:  Two samples Hotelling’s T2 test 

Soit X1, . . . ,Xn1 ⇠ N (µ,⌃) i.i.d et Y1, . . . ,Yn2 ⇠ N (µ,⌃) i.i.d et Xi ? Yi.
Alors:

n1n2

n1 + n2
(X̄�Ȳ)>⌃̂�1

u,agr(X̄�Ȳ) ⇠ T 2(d, n1+n2�2) =
d(n1 + n2 � 2)

n1 + n2 � d� 1
Fd,n1+n2�1�d

<latexit sha1_base64="FdJuI1NVK6KroWmcrWevtHLnbnE="></latexit>

Hotelling: deux échantillons indépendants2. Tests de Hotelling

Où ⌃̂u,agr =
(n1�1)⌃̂u,X+(n2�1)⌃̂u,Y

n1+n2�2

<latexit sha1_base64="qcSC+kSvMahd1yzx1DS5Xv51HYA="></latexit>
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Problématique

Vous voulez tester si l’effet d’un médicament sur 3 patients est significatif ou non. Vous prenez 
des mesures de la tension artérielle et du taux de cholestérol avant et après traitement. Quelle 
procédure statistique est adéquate ?

1. Définir l’hypothèse nulle et l’hypothèse alternative.

2. Définir la zone de rejet à 5%.

3. E↵ectuez le test pour les observations suivantes:

<latexit sha1_base64="xkUze638UyHjYqbavGGSfQEQAJA="></latexit>

Patient TA Avant (mmHg) TA Après (mmHg) Cholestérol Avant (mg/dL) Cholestérol Après (mg/dL)

1 130 128 200 198
2 135 134 210 208
3 125 124 190 189
4 140 138 220 218
5 128 127 195 194

<latexit sha1_base64="yZQ7FdikaStWfy5kY6ID0aQTBSw="></latexit>

Hotelling: deux échantillons indépendants2. Tests de Hotelling
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Paired samples Hotelling’s T2 test 

Hotelling: deux échantillons dépendants

Soit A1, . . . ,An ⇠ N (µ1,⌃) i.i.d et B1, . . . ,Bn ⇠ N (µ2,⌃) i.i.d. On sup-
pose que les observations sont pairées càd, par exemple, on teste l’e↵et d’un
nouveau traitement sur les mêmes patients. On considère alors les di↵érences
Xi = Ai � Bi et on teste l’hypothèse µ = µ1 � µ2 = 0 en appliquant le test de
Hotelling à un échantillon.

<latexit sha1_base64="92htX8Srb2pRmOD9Y3JOgRQV4c4="></latexit>

2. Tests de Hotelling



Test statistique Conditions Hypothèse 
nulle Statistique du test

1. Test à un échantillon:  
Comparaison avec une moyenne 
connue

2. Test à deux échantillons 
indépendants: Comparaison de 
deux moyennes empiriques

3. Test de student à deux 
échantillons dépendants (paires)

Hotelling vs Student

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

Remarque:  Si n est assez grand, la condition de normalité n’est plus nécessaire. La loi du test est �2(d).

<latexit sha1_base64="xlBjEff6UT92g2El1qxDbVaVwB8="></latexit>

H0 : µ = µ0 )
p
n

(X̄�µ0)
�̂u

⇠ tn�1

<latexit sha1_base64="GU+y9qzgbOgomDk+0HwxwxfylHU="></latexit>

X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃). On suppose ⌃ connue, on

a donc X̄ ⇠ N (µ,
⌃
n ). Pour évaluer l’hypothèse H0 : µ = µ0, on calcule donc la

distance:

d⌃
n
(X̄, µ0) =

<latexit sha1_base64="FjrKGn3eOVizfXb4cJTSgIhQXto="></latexit>

n(X̄� µ)>S�1
u (X̄� µ) ⇠ T 2(d, n� 1)

<latexit sha1_base64="rYKqWEai2I/kFV+irXlWzS38xY8="></latexit>

H0 : µ1 = µ2 ) X̄1�X̄2

�̂u,agr

q
1
n1

+ 1
n2

⇠ tn1+n2�2

<latexit sha1_base64="YBBGTGFFMppfcozD3cBgcwFtyjw="></latexit>

X1, . . . , Xn i.i.d ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="11ljvywRGhcqTuAseL7rZDQOo60="></latexit>

Y1, . . . , Yn i.i.d ⇠ N (µ2,�2)

<latexit sha1_base64="AIFAfTjknHAhQ/rAj89y9RLQiWE="></latexit>

Xi ? Yi

<latexit sha1_base64="KnWiAJWvyX8NgVvl5KrDBel/z0w="></latexit>

N (µ1,⌃)

<latexit sha1_base64="kjoMuBX9AIGMa5X26ivtR7JZ24I="></latexit>

N (µ2,⌃)

<latexit sha1_base64="1GyapOXeiHeQHmnWK0iQyQN4Yqs="></latexit>

Soit X1, . . . ,Xn1 ⇠ N (µ,⌃) i.i.d et Y1, . . . ,Yn2 ⇠ N (µ,⌃) i.i.d et Xi ? Yi.
Alors:

n1n2

n1 + n2
(X̄�Ȳ)>⌃̂�1

u,agr(X̄�Ȳ) ⇠ T 2(d, n1+n2�2) =
d(n1 + n2 � 2)

n1 + n2 � d� 1
Fd,n1+n2�1�d

<latexit sha1_base64="FdJuI1NVK6KroWmcrWevtHLnbnE="></latexit>

Où ⌃̂u,agr =
(n1�1)⌃̂u,X+(n2�1)⌃̂u,Y

n1+n2�2

<latexit sha1_base64="qcSC+kSvMahd1yzx1DS5Xv51HYA="></latexit>

Zi = Xi � Yi ⇠ N (µ,�2)

<latexit sha1_base64="yDrjxDKuhngNA+vnLcmNXlMOQT0="></latexit>

Z1, . . . , Zn i.i.d

<latexit sha1_base64="iTGg/D/suLX3b15e486kVqCLV4A="></latexit>

µ = 0

<latexit sha1_base64="IDYtBot6T5BxVcShrT2FceAmOuw="></latexit>

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃). On suppose ⌃ connue, on

a donc X̄ ⇠ N (µ,
⌃
n ). Pour évaluer l’hypothèse H0 : µ = µ0, on calcule donc la

distance:

d⌃
n
(X̄, µ0) =

<latexit sha1_base64="FjrKGn3eOVizfXb4cJTSgIhQXto="></latexit>

nZ̄>⌃̂�1
u,ZZ̄ ⇠ T 2(d, n� 1)

<latexit sha1_base64="whxeO2/CrkBpHG/xc6+Y4W9e39A=">AAASX3ichZhLb9tGEMeZ9JFUbVPbPRW9MBU </latexit>

2. Tests de Hotelling
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Intuition3. Test du rapport de vraisemblance

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn suivant une loi paramétrée par ! 2 Rd.

<latexit sha1_base64="+vw3GSMk0t0MEGcMjxpUw6QNnFU="></latexit>

On veut quantifier à quel point l’hypothèse H0 : ! 2 ⌦0 vs H1 : ! 2 ⌦1 est plausible.

<latexit sha1_base64="LWcmBe26cv8yaNsDgmd9b34F/4w="></latexit>

Si H0 est très probable, alors les deux maximums sont très proches, donc LRT ! 1.

<latexit sha1_base64="ayq3c8ucZtM3JX8jCP0u7TGWqUA="></latexit>

On définit l’ensemble des paramètres non contraints (full model): ⌦f = ⌦0 [ ⌦1

<latexit sha1_base64="f8XZkh1Gr3oYqWwKhX78p1jwNRc="></latexit>

On évalue le rapport des maximums de vraisemblance sur les deux ensembles:

<latexit sha1_base64="KgX8y+5Bx7EiRkNji5zk3vsbsXc="></latexit>

LRT
def
=

max!2⌦0 L(!|Xi)

max!2⌦f L(!|Xi)
=

L0

Lf

<latexit sha1_base64="TjLAbEge4RzYMOwyP3cbVaEqVZs="></latexit>

Sinon, L0 serait très petit par rapport à Lf donc LRT ! 0

<latexit sha1_base64="b/8bcBkf/OUa9ps7BQbEfuBftFk="></latexit>

1. LRT est-il borné ?

2. Discuter les valeurs possibles de LRT selon la plausibilité de l’hypothèse nulle.

<latexit sha1_base64="eByYHbQvMjXtS5HheFlgQZGU2wA="></latexit>
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Intuition3. Test du rapport de vraisemblance

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn suivant une loi paramétrée par ! 2 Rd.

<latexit sha1_base64="+vw3GSMk0t0MEGcMjxpUw6QNnFU="></latexit>

On veut quantifier à quel point l’hypothèse H0 : ! 2 ⌦0 vs H1 : ! 2 ⌦1 est plausible.

<latexit sha1_base64="LWcmBe26cv8yaNsDgmd9b34F/4w="></latexit>

On définit l’ensemble des paramètres non contraints (full model): ⌦f = ⌦0 [ ⌦1

<latexit sha1_base64="f8XZkh1Gr3oYqWwKhX78p1jwNRc="></latexit>

LRT
def
=

max!2⌦0 L(!|Xi)

max!2⌦f L(!|Xi)
=

L0

Lf

<latexit sha1_base64="TjLAbEge4RzYMOwyP3cbVaEqVZs="></latexit>

On rejette donc H0 si LRT est très petit.. mais à quel point “petit” est assez pour rejeter H0?

<latexit sha1_base64="m9V4yWfMEmJJW3j/q1mWbza3LWY="></latexit>

On a besoin de connaître la loi de LRT
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Wilks3. Test du rapport de vraisemblance

Théorème de Wilks

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn suivant une loi paramétrée par ! 2 RD.

<latexit sha1_base64="ew6NO1zZ6EyC6fKSPJUzs7fUa8Q="></latexit>

On considère le test H0 : ! 2 ⌦0 vs H1 : ! 2 ⌦1 avec ⌦f
def
= ⌦0 [ ⌦1 tel que:

<latexit sha1_base64="Iiw9tGAmxhn/iEP7nkP07ZtP9XI="></latexit>

d0
def
= dim(⌦0) < dim(⌦f )

def
= df  D et on pose r = df � d0.

<latexit sha1_base64="i8hC17sAb57K0NsbVgs0ujf0M10="></latexit>

�2 log(LRT)
n!+1⇠ �2(r)

<latexit sha1_base64="TrgWtLfqj5ipBar3BgF3Bz7r8B8="></latexit>

Où LRT
def
=

max!2⌦0 L(!|Xi)
max!2⌦f

L(!|Xi)
=

L0
Lf

<latexit sha1_base64="BpZjBjVbFFMD53VSt6KSKqfdP24="></latexit>

Alors:

<latexit sha1_base64="+vkyn+evBzBkrON2SKPRt0I1oK4="></latexit>

Parfois, en calculant le LRT on reconnaît des lois usuelles (Hotelling, Chi-2..)

Sinon, si n est assez grand, on peut appliquer le thèorème de Wilks:
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LRT dans le modèle Gaussien3. Test du rapport de vraisemblance

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃) avec ⌃ connue.

<latexit sha1_base64="2Fx2nKSd2TTyag4BPiqahl57JcA="></latexit>

Exercice

On s’intèresse au test H0 : µ = µ0 contre H1 : µ 6= µ0.

1. On suppose ⌃ connue. Quels sont les ensembles ⌦0 et ⌦f et leurs dimensions ?

2. Calculez �2 log(LRT). Reconnaissez-vous sa distribution ?

3. En déduire les zones de rejet de niveau (1� ↵)⇥ 100% = 95%.

<latexit sha1_base64="Wyfrwj8gL4nOot1y50VO0O6eEjc="></latexit>

1. Test de moyenne avec variance connue
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LRT dans le modèle Gaussien3. Test du rapport de vraisemblance

Propriété

Alors le test de rapport de vraisemblance est donné par:

<latexit sha1_base64="w/iP7L2zXspRSrklkbXmqCL7h8c="></latexit>

LRT
def
=

max⌃ L(µ0,⌃|Xi)

maxµ,⌃ L(µ,⌃|Xi)
=

 
det(⌃̂)

det(⌃̂0)

!n
2

=

 
1 +

T̂ 2

n� 1

!�n
2

<latexit sha1_base64="bgaV42I9dkFl9cMyYuuT07c90O8="></latexit>

2. Test de moyenne exact avec variance inconnue

On s’intèresse au test H0 : µ = µ0 contre H1 : µ 6= µ0.

1. On suppose ⌃ connue. Quels sont les ensembles ⌦0 et ⌦f et leurs dimensions ?

2. Calculez �2 log(LRT). Reconnaissez-vous sa distribution ?

3. En déduire les zones de rejet de niveau (1� ↵)⇥ 100% = 95%.

<latexit sha1_base64="Wyfrwj8gL4nOot1y50VO0O6eEjc="></latexit>

T̂ 2 = n(X̄� µ0)⌃̂�1
u (X̄� µ0)>

<latexit sha1_base64="OoGaPx4rhCjHEGY9GOw5iiNmVGE="></latexit>

On note ⌃̂0 =
1
n

Pn
i=1(Xi � µ0)(Xi � µ0)

>
et ⌃̂ =

1
n

Pn
i=1(Xi � X̄)(Xi � X̄)

>

<latexit sha1_base64="c2sVZ8lp1ENjBKGtdtCUWKUDgX0="></latexit>

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃) avec µ0 2 Rd

<latexit sha1_base64="Sk7ELZ3sCA83G9xTQCJOWPJwHR4="></latexit>

Ainsi: T̂ 2 = (n� 1)
⇣

det(⌃̂0)

det(⌃̂)
� 1

⌘

<latexit sha1_base64="u5YOt7eIXN/OsxvZ9VUgYokEe3w="></latexit>
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LRT dans le modèle Gaussien3. Test du rapport de vraisemblance

Exercice

3. Test de covariance asymptotique

Soit n observations i.i.d X1, . . . ,Xn ⇠ N (µ,⌃) et ⌃0 2 Sd+

<latexit sha1_base64="9q17i9rQtlQ2Cv8dXqgHMt6QZ/k="></latexit>

On s’intèresse au test H0 : ⌃ = ⌃0 contre H1 : ⌃ 6= ⌃0.

1. Quels sont les ensembles ⌦0 et ⌦f et leurs dimensions ?

2. Calculer �2 log(LRT) en fonction de ⌃0 et ⌃̂u.

3. Donner la formule du test asymptotique.

<latexit sha1_base64="iG6nuCz/wesTGJ0JIVBo+LXN7Mc="></latexit>



1. La loi de Wishart généralise la loi �
2
en multivarié. Elle est définie pour les matrices définies positives.

2. Les tests de Hotelling généralisent les tests de student en testant plusieurs variables jointement.

3. La statistique T
2
de Hotelling en dimension 1 est équivalente au t de Student au carré.

4. Avec Hotelling, il n’est pas évident de tester des alternatives unilatérales de type µ > 0.

5. Les tests multivariés tiennent compte de la corrélation pour déterminer si la statistique est extrême ou pas.

6. Lorsque n ! 1, le théorème central limite donne que T
2
(d, n) converge vers une �

2
(d)

7. Le test de rapport de vraisemblance donne un test asymptotique dans un cadre général

8. Dans le cas de la comparaison de la moyenne d’une normale, il est exact et équivaut au test de Hotelling.

9. Le test LRT permet de tester si un modèle simple avec moins de paramètres (H0) est assez bon ou non.

<latexit sha1_base64="2AmsGmX5ryfC5f0z5i5vG/R4yAA="></latexit>

Conclusion

Conclusion
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III - Modèles probabilistes

Partie 1 - Introduction à l’apprentissage 



Unsupervised  learning
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Learning paradigms

Supervised  learningSemi-supervised 
learning

Les données disponibles à l’entraînement

(Xl+1, . . . , Xl+u)

<latexit sha1_base64="0G8HGhg6PNXlCMUvL1plJf3PRtY="></latexit>

Large unlabeled data

⇠ p(X)

<latexit sha1_base64="yJJWaek8AeyXH/PnnmHzd2ykr3Q="></latexit>

(X1, y1) . . . (Xl, yl)

<latexit sha1_base64="1kXy5xVwFaSpbfceflYC9SbcfEg="></latexit>

Small labeled data

⇠ p(X,Y )

<latexit sha1_base64="7QuZP7xTGRWP2mauBvjQ77/HC2s="></latexit>

(X1, . . . , Xn)

<latexit sha1_base64="5gZs4rk5DBOb2ZRKil7xNT2d/kk="></latexit>

Large unlabeled data

⇠ p(X)

<latexit sha1_base64="yJJWaek8AeyXH/PnnmHzd2ykr3Q="></latexit>

But: apprendre des patterns / groupes
de la distribution marginale

(X1, y1) . . . (Xl, yl)

<latexit sha1_base64="1kXy5xVwFaSpbfceflYC9SbcfEg="></latexit>

Large labeled data

⇠ p(X,Y )

<latexit sha1_base64="7QuZP7xTGRWP2mauBvjQ77/HC2s="></latexit>

But: apprendre une fonction f : X 7! Y

<latexit sha1_base64="wxn0uayoBNEF5ND+BnzyqZ7uBX8="></latexit>

qui généralise à des données non vues ⇠ p(X,Y )

<latexit sha1_base64="7QuZP7xTGRWP2mauBvjQ77/HC2s="></latexit>

Labeliser des données 
coûte cher!

Self-supervised learning
Prédire des parties 

masquées de Xi

<latexit sha1_base64="MVyIzPHXpLpj7OcTgDQpDs7ZNm8="></latexit>
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Supervised  learning
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Machine learning classique: zero-to-hero Exemple: Churn prediction

Un opérateur téléphonique a les données historiques sur ses clients.

Churn = 1:  client a annulé son abonnement

L’entreprise souhaite anticiper le “churn” avec un algorithme de prédiction pour cibler les clients concernés 

Dependents TechSupport Contract InternetService Months MonthlyCharges Churn
0 1 0 1 12 75.65 0
1 0 0 0 24 89.50 0
0 0 0 1 6 65.25 1
0 1 1 0 48 35.30 ?
1 0 0 1 48 85.81 ?

<latexit sha1_base64="EpRZ1L2qpjQVEggmx1gF70pNIFI="></latexit>

X = (X1, . . . ,X6) ! y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="scautMUytv5QTsnQN5BhTrhXc0o="></latexit>

f(X) ⇡ y

<latexit sha1_base64="w9Rq60aHP2WC3IEf57pY9kAZkQQ="></latexit>

On cherche une fonction f telle que:

On ne peut pas chercher g dans la totalité de l’espace des fonctions (dimension infinie), il faut paramétriser g 

f doit donner 1 ou 0, on considère alors des fonctions de type: f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

min
f

nX

i=1

(f(xi)� yi)
2

<latexit sha1_base64="vW9exiS/nzFRAbKmuTBpS7JaIUE="></latexit>

Erreur de prédiction
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séparateur linéaire en dimension 1 

On considère une seule variable “Months” qui donne la durée du contrat:

Quelle serait la fonction paramétrée g la plus simple ici ?

On ne peut pas chercher g dans la totalité de l’espace des fonctions (dimension infinie), il faut paramétriser g 

f doit donner 1 ou 0, on considère alors des fonctions de type: f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

Pouvez-vous donner des estimations vagues de ces paramètres ?

g(x) = �1x+ �0, �0,�1 2 R

<latexit sha1_base64="VsWl50xNIyDX5qziJucgxc1wL1Q="></latexit>

Chercher la meilleure f = chercher le meilleur �:

<latexit sha1_base64="gP+/NbDNQRxczOKA/AeS2QMc1cA="></latexit>

min
�2R2

nX

i=1

(1{�1xi+�0�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="VGQTvvjQ2SFbFUvmGkOx4F8EZoM="></latexit>

x = Months 2 R

<latexit sha1_base64="tm+BttikZVn8FcfCDh0GrnCnFmU="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero



On considère une deux variables: “Months” et “MonthlyCharges”:

Quelle serait la fonction paramétrée g la plus simple ici ?

f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

x = (x1,x2)

<latexit sha1_base64="yHNENr5+ZH3RPMRru8DZ1XpHR8Q="></latexit>

g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2, ↵,�1,�2 2 R

<latexit sha1_base64="RdoxEpDEBQqK2zO1m/LXMPh/zj8="></latexit>

g(x) = ↵+ h�,xi, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="40K4WgZHdvkfz9cWZfRHoCfpKnA="></latexit>

À quoi ressemble l’ensemble des fonctions g ?

g(x) = ↵+ �>x, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="39cqXcebUQLTLBERTU7ESKZAA80="></latexit>

min
↵2R,�2R2

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="lcYNqr3o4thjhtTF04Db4lHcpm4="></latexit>

On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

g(x
)
=
1

<latexit sha1_base64="vpKhanMto04QCnccxhQTk9jZZrE="></latexit>

g(x
)
=
�
1

<latexit sha1_base64="C4XqoDc6QXJG6YuUjbv7zEOGQzk="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



�

<latexit sha1_base64="HIsJipwDzPPgQaQ5vjZ7quey9K0="></latexit>

Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

↵ = 0, � varie:

<latexit sha1_base64="ssuAdPbH9H5AgTZx8UwwmEJSobc="></latexit>

↵ varie, � = [1, 1]:

<latexit sha1_base64="xpfPjkS8j8s7oBwZoErLk/2dphQ="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2



min
↵2R,�2R2

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="lcYNqr3o4thjhtTF04Db4lHcpm4="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero séparateur linéaire en dimension 2
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Et si on utilise trois variables: g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2 + �3x
3, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="cWDvhFtvsMJyR1ZNWicEBXuoWJU="></latexit>

g(x) = ↵+ �>x, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="shzItjOXcU+ABSbmVw1kOnaNmLo="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

En dimension d: g(x) = ↵+ �>x, � 2 Rd

<latexit sha1_base64="QiZMjGnfa6V/HcjO1kvnveUprs8="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

Un espace de dimension d-1: un hyperplan

séparateur linéaire en dimension dMachine learning classique: zero-to-hero
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Régression logistique

min
↵2R,�2Rd

nX

i=1

(1{↵+�>xi�0} � yi)
2

<latexit sha1_base64="dY8oHzqe/Zrnh49VihM7DuazZYY="></latexit>

Fonction non différentiable (discontinue même) difficile à optimiser 

Au lieu de prendre le signe, transformer les scores ↵+ �>xi vers [0, 1] et modéliser des probabilités

<latexit sha1_base64="XI+E7IzOvEIVzMcSRp1k6uT7vEg="></latexit>

pi
def
= P(yi = 1|xi) = sigmoid(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="yeP8scRSh3Q4Ud+pJz+ff2F+gdk="></latexit>

On peut comparer les pi avec les yi avec la cross-entropy :

<latexit sha1_base64="CfTYvyQYeNi4Y0Hl7HFFm4AJuJY="></latexit>

min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

Modèle de régression logistique

sigmoid: t 7! 1
1+e�t

<latexit sha1_base64="dW9m8XZ00Zl/kkQonoZPtry3Uh0="></latexit>

(logistique)

On a donc une fonction de prédiction: f?
(xi) = 1 , sigmoid(↵?

+ �?>xi) � 1
2

<latexit sha1_base64="klIWPOMIzYNSzddgISrLDFhO7LY="></latexit>

Machine learning classique: zero-to-hero
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Train and test error

“Training” data

Optimisation faite sur (x1, y1), . . . , (xn, yn)

<latexit sha1_base64="yPCEoghBk/XmjqI2iQtd3eOVTmo="></latexit>

L’erreur de prédiction sur ces données est optimisée: elle est forcément petite.

pi
def
= P(yi = 1|xi) = sigmoid(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="yeP8scRSh3Q4Ud+pJz+ff2F+gdk="></latexit>

min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

Il faut évaluer la performance du modèle sur des données 
nouvelles non vues à l’entraînement: “Test data”

x1

<latexit sha1_base64="zUhF98QN3HyDs+dCszq9DuHKsDI="></latexit>

xn

<latexit sha1_base64="XO9U5r/zrlaBv2Z+YiRBuyBJYME="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

“Training” “Learned” f*

predictions true labels

f?(x1)

<latexit sha1_base64="jiSmTwMYZ8ycqdwgOYjPrQIaZRk="></latexit>

f?(xn)

<latexit sha1_base64="HpFSt+r4nBcbMBqNbzdM2MN37nI="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

“Train” error

predictions true labels

y01

<latexit sha1_base64="KMB9WG8puNJTwxN0kEGAer1jU0M="></latexit>

f?(x0
1)

<latexit sha1_base64="BFHIO+pSXEC6MJu3n67l9rm1zoY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

f?(x0
m)

<latexit sha1_base64="iJG76F3GMh+aCziKXnIlrsC7CNg="></latexit>

y0m

<latexit sha1_base64="PiO+c7qChBKIZK1ftFDTJcye3Rg="></latexit>

“Test” error

Est-ce une bonne manière d’évaluation la performance du modèle ?

Machine learning classique: zero-to-hero
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Train error goes to zero

d = 1
d = 2

Peut-on séparer les classes avec une séparation linéaire dans ces cas ?

Non !

Non !

d = 3

Oui !

Comment évolue l’erreur sur le train au fur-et-à mesure que la dimension d augmente ?

d + 1 représente le nombre de paramètres à estimer: plus d est grand, plus le modèle est riche, complexe.

Machine learning classique: zero-to-hero
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d = 1

Quelle est la meilleure séparation linéaire sur ces données ?

Calculer l’erreur de train et de test.

d = 2 donne la meilleure erreur de test  = 0

“La meilleure” séparation linéaire sur le train n’est pas la meilleure sur le test: elle est biaisée par les outliers 

d = 2 d = 3

d = 3 donne la meilleure erreur de train = 0

Test error makes a U shapeMachine learning classique: zero-to-hero

Une grande dimension peut causer l’overfitting 
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Bias-Variance tradeof

“Bias-Variance” tradeof

Model complexity

Overfitting
Underfitting

Underfitting correspond à:

Grand biais ou grande variance ?

Machine learning classique: zero-to-hero

Variance nulle = prédiction constante 
 = underfitting
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RegularizationMachine learning classique: zero-to-hero

Pour réduire l’overfitting, on peut réduire l’espace d’optimisation en privilégiant des coefficients simples:

min
�2Rd+1

k�k2
2C

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="HHXwFy5M0AwkghPmaldHb8rIlFw="></latexit>

Ce problème n’est pas facile à résoudre (contrainte quadratique), on peut montrer que ce problème est équivalent:

min
�2Rd+1

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi) +
1

C
k�k22

<latexit sha1_base64="IFlSaWCree+3SErEHtpHVzaE8VU="></latexit>

C ! 0 ? le � optimal est le vecteur nul: la fonction de prédiction est constante: underfitting

<latexit sha1_base64="Q6Kmf9tez/B2tYdnsMq+q9RFaQI="></latexit>

C ! +1 ? l’optimisation est sur Rd+1 en entier: risque d’overfitting.

<latexit sha1_base64="kaeehq8qS3uxK6o+U2xPVHCE808="></latexit>

C ! 0 ? le � optimal est le vecteur nul: la fonction de prédiction est constante: underfitting

<latexit sha1_base64="Q6Kmf9tez/B2tYdnsMq+q9RFaQI="></latexit>

C ! +1 ? l’optimisation est sur Rd+1 en entier: risque d’overfitting.

<latexit sha1_base64="kaeehq8qS3uxK6o+U2xPVHCE808="></latexit>

Dans les deux cas plus C est petit plus on minimise k�k: “Plus on régularise”.

<latexit sha1_base64="19Pq5OvfL1Dj/EscdZ4Yg0UFfgM="></latexit>
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Tout modèle de machine learning (supervisé) cherche une fonction de prédiction f .

<latexit sha1_base64="iDGa4eKmzGNlp7bRuIu5wK+9+Es="></latexit>

Supposons qu’elle est paramétrée par ✓ 2 Rp.

<latexit sha1_base64="4gK3XbvvjMVoLMSMKcUfd5KFRgw="></latexit>

Tout modèle de machine learning cherche un compromis entre:

<latexit sha1_base64="KHee5bj2Eaa9BHPHgVktgbYHJ6U="></latexit>

min
✓2Rp

1

n

nX

i=1

loss(f✓(xi), yi)

<latexit sha1_base64="zI0y9YVNCEqabH2q4W2k4d4+8dI="></latexit>

Minimiser l’erreur de prédiction 
sur les données “train”

C contrôle la complexité du modèle

<latexit sha1_base64="jx5TornzZvCAqS2REQLA+Ng8lPE="></latexit>

des paramètres “simples” pour 
généraliser à des données 
nouvelles test (éviter l’overfitting)

+
1

C
pénalité(✓)

<latexit sha1_base64="QGEvXdPCVOaH1Sh6rDZFDw6i8Ow="></latexit>

La fonction “pénalité” est aussi appelée “régularisation”: elle vient simplifier (régulariser) la fonction de prédiction

Ce type de régularisation (+ pénalité) est dit: régularisation de Tikhonov

Comment choisir la pénalité ? Comment choisir C ?



1. Facile à optimiser (différentiable)


2. Toutes les variables contribuent au modèle


3. Peut être ajoutée à n’importe quel modèle 
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Comment choisir la pénalité ?

Les pénalités les plus utilisés sont:

1. pénalité Ridge /`2 : k✓k22

<latexit sha1_base64="mlsYLgHDsdrODsICH4gbUfWIXFg="></latexit>

� =
1

C

<latexit sha1_base64="z5N5klZ21G8EE7DpaGe6h9h5HwI="></latexit>

Ridge: “shrink” toutes les coordonnées lentement vers zéro (sans l’atteindre)

2. pénalité Lasso /`1 : k✓k1

<latexit sha1_base64="zhkG9LXI3ZYMmkjCdAzX5WXZi5g="></latexit>

Lasso: annule les coefficients un par un

1. Moins facile à optimiser (non-différentiable)


2. Permet d’avoir des coefficients “sparses” (beaucoup 
de 0): utile pour la sélection de variables pertinentes

Souvent, prendre un mélange des deux permet 
d’obtenir de meilleures performances.

3. pénalité Elastic net : �k✓k22 + (1� �)k✓k1

<latexit sha1_base64="gV2Rok3Yrb135/GloiKJf9ZwpCo="></latexit>
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Comment choisir C ?

On veut le C qui donne la 
meilleure performance sur le test

Pour cela on peut:

X

<latexit sha1_base64="sK2tWIH5E/gnLMVqc0RZ5ZBzr6A="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="Ahl/ipkPs7ZuEowcUUY54zUUbSo="></latexit>

Xtrain

<latexit sha1_base64="am4tBjMhfQBFJzoEIC+uKy/u/qY="></latexit>

Xtest

<latexit sha1_base64="Q2JyyPwp6EDCHbjw6WQjBNFk68o="></latexit>

Ytest

<latexit sha1_base64="oWDm7lJ2aflXcs3E+zncpLAf8Fc="></latexit>

Ytrain

<latexit sha1_base64="HueWerjHYuErJlT6ucnNMkn55iQ="></latexit>

2. Choisir une liste de valeurs de C, par ex: [0.01, 0.05, 0.1, 1., 10]

1. Couper le dataset en deux train et test:

Pour chaque C:

1. Optimiser sur min
✓2Rp

1

n

nX

i=1

loss(f✓(xi), yi) +
1

C
pénalité(✓)

<latexit sha1_base64="xuOUrMdlXHjqah6ngCaLkWWRzos="></latexit>

Xtrain

<latexit sha1_base64="am4tBjMhfQBFJzoEIC+uKy/u/qY="></latexit>

Ytrain

<latexit sha1_base64="HueWerjHYuErJlT6ucnNMkn55iQ="></latexit>

2. Évaluer l’erreur de prédiction sur Xtest

<latexit sha1_base64="Q2JyyPwp6EDCHbjw6WQjBNFk68o="></latexit>

Ytest

<latexit sha1_base64="oWDm7lJ2aflXcs3E+zncpLAf8Fc="></latexit>

3. Choisir la valeur de C avec la plus petite erreur de prédiction sur le test

C optimal

Quel est l’inconvénient principal de cette méthode ? Le C choisi dépend du découpage aléatoire train / test
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Idée: Effectuer plusieurs découpages et moyenner l’erreur de test

2. Choisir une liste de valeurs de C, par ex: [0.01, 0.05, 0.1, 1., 10]

Pour chaque C:
1. Optimiser sur min

✓2Rp

1

n

nX

i=1

loss(f✓(xi), yi) +
1

C
pénalité(✓)

<latexit sha1_base64="xuOUrMdlXHjqah6ngCaLkWWRzos="></latexit>

Xtrain

<latexit sha1_base64="am4tBjMhfQBFJzoEIC+uKy/u/qY="></latexit>

Ytrain

<latexit sha1_base64="HueWerjHYuErJlT6ucnNMkn55iQ="></latexit>

2. Évaluer l’erreur de prédiction sur Xtest

<latexit sha1_base64="Q2JyyPwp6EDCHbjw6WQjBNFk68o="></latexit>

Ytest

<latexit sha1_base64="oWDm7lJ2aflXcs3E+zncpLAf8Fc="></latexit>

4. Pour chaque C, calculer l’erreur de prédiction moyenne 

5. Choisir le C avec l’erreur de prédiction moyenne la plus petite

3. Pour chaque k in [1, 2, 3, 4, 5], créer un découpage train/test

1. Couper le dataset en 5 parties (folds)

X

<latexit sha1_base64="sK2tWIH5E/gnLMVqc0RZ5ZBzr6A="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="Ahl/ipkPs7ZuEowcUUY54zUUbSo="></latexit>

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5

<latexit sha1_base64="569JZxksOKBM/wnP1fdEydxFVQg="></latexit>

X1 X2 X3 X4 X5

<latexit sha1_base64="8CTHTpZfuDsIc8kpo+FsdPhwuJE="></latexit>

C’est l’erreur de validation croisée

5-Fold cross validation

Xtest,Ytest = Xk,Yk

<latexit sha1_base64="UeUlfyD1J554MksQ58UIh6YitBI="></latexit>

Xtrain,Ytrain = [X sans Xk], . . . , [Y sans Yk]

<latexit sha1_base64="BFCSyxPFo7NnOKclFA+0EM24aKw="></latexit>

C optimal
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Et si les données ressemblent à ceci ?
Aucune fonction linéaire ne peut séparer les classes

�1

<latexit sha1_base64="JJpyl8XUBFTySqdVntX2RwBDNLo="></latexit>

x
> �

1 +
↵ 1

=
0

<latexit sha1_base64="YcmihERDqrs/BrsxHEr3l8eFUKw="></latexit>

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

x
> �

1 +
↵1

>
0

<latexit sha1_base64="fhNdicK3hd1NZl5oQp6txckJw6Y="></latexit>

x
> �

1 +
↵ 1

<
0

<latexit sha1_base64="thipNTp+iOJxiwwEaRHysHrn0t4="></latexit>

Idée: “combiner” plusieurs fonctions linéaires

1. Prendre des x dans R2 et étudier les signes possibles de z1, z2.

2. Comment peut-on prédire Y = 1 à partir des zi ?

<latexit sha1_base64="afpaK6Vb+ffkLoWRb70ZL5q76/o="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="ym6izRxVgFE5rH+bkKjLWrqXdok="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2

=
0

<latexit sha1_base64="KZ4yDzW+UMrPHBnXq2ovFcC2CbI="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2

<
0

<latexit sha1_base64="HU+inSS3dJ70E8RqjIfHQOt/agc="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2
>
0

<latexit sha1_base64="GwlBd6ediWjiFDojUBgipVpUtVk="></latexit>
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Surfaces des hyperplans z1, z2

<latexit sha1_base64="Hz0yjU84pBZ440oX+WNe2qnsgGc="></latexit>

Surface de max(z1, z2)

<latexit sha1_base64="l1c16Bm08B1PL7DO0Rl/qq4Deck="></latexit>

Prédire Y = 1 si l’un des zi est positif , max(z1, z2) > 0

<latexit sha1_base64="rfOysc7tAXuFwzGrwUQl2enDEl8="></latexit>

f↵,�(x) = 1{max(x>�1+↵1,x>�2+↵2)>0}

<latexit sha1_base64="lXYxf2pH+xXXfzUojqh5GjMM3zQ="></latexit>

Comment entrâıner ce modèle, c-à-d optimiser ↵,� ?

<latexit sha1_base64="JWv58I0e0owfK4JIRpv6VofaLL0="></latexit>

Comme la régression logistique: min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

pi
def
= P↵,�(Y = 1|xi) = sigmoid(max(x>

i �
1 + ↵1,x

>
i �

2 + ↵2))

<latexit sha1_base64="C+Y+W05XDi9jYYvLnApACYOBNZw="></latexit>

+

Linear functions

Non-linearity
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Comment adapter ce modèle à des données plus complexes ? 

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid
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Comment adapter ce modèle à des données plus complexes ? 

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid
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En pratique, ce modèle ne fonctionne pas pour ces données complexes. Pourquoi à votre avis ?

Idée: z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="2n/fHvbFe6RBHUhrCZdHQUm3wto="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="Wue1bHl1TB6L5eQyXltPnLow+lY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid

1. On n’utilise qu’une seule non-linéarité


2. Elle est fixée par la fonction max: on ne l’apprend pas

1. Appliquer plusieurs non-linéarités h plus tôt

2. Combiner les zj linéairement avec wj à optimiser

<latexit sha1_base64="aJ7IG0xdW8cXXCKKDibw0AWVuEg="></latexit>

pX

j=1

!jzj + !0

<latexit sha1_base64="lj8C2wwKxubk7xP5T0YYXL7FobA="></latexit>

sigmoid

1. Appliquer plusieurs non-linéarités h plus tôt

2. Combiner les zj linéairement avec wj à optimiser

<latexit sha1_base64="aJ7IG0xdW8cXXCKKDibw0AWVuEg="></latexit>

Il faudrait donc: utiliser plusieurs non-linéarités simples + les combiner pour apprendre des fonctions non-linéaires complexes
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Quelle est la fonction non-linéaire h la plus simple possible ?

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

h(x) = max(x, 0)

<latexit sha1_base64="LZWKXkyeQ97PghMttAYoaQn5qFQ="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

sigmoid(
pX

j=1

!jzj + !0)

<latexit sha1_base64="2Ktj1tZ/ze5C2SStwgpFkGqOM9g="></latexit>

= sigmoid(z>! + !0)

<latexit sha1_base64="8SOjesacB7E25NTHLrStweW2tTA="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

= sigmoid(z>! + !0)

<latexit sha1_base64="8SOjesacB7E25NTHLrStweW2tTA="></latexit>

On représente ce type de modèle sous forme de graphe avec des “unités” 
de calcul simples: fonction linéaire + non-linéarité. Unité = un neurone:

Output layer

Hidden layer

Input layer

ReLU: Rectified Linear Unit

Réseau de neurones à une couche cachée
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On peut augmenter la complexité du modèle à l’infini…

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

Output layerHidden layer 1Input layer

�1, ⌧1

<latexit sha1_base64="uoO5gH0FwNYXJ4eIsDTxmQGyCL8="></latexit>

�m, ⌧m

<latexit sha1_base64="CPYTVrH/QnfdAuzrMyXWFT9IHeY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�1, µ1

<latexit sha1_base64="vQ/Dx11oUIneghevxCiZdr1qcYI="></latexit>

�m, µm

<latexit sha1_base64="a9g+rJz58sNNseGIvTJlY01iiUk="></latexit>

v1
def
= h(c>�1 + µ1)

<latexit sha1_base64="wZ4iw3VtcEUcuRuUmi8VjXQFh7o="></latexit>

vk
def
= h(c>�k + µk)

<latexit sha1_base64="Zh+fE95dxUYZLgsS0OcticI/Jrw="></latexit>

= sigmoid(v>! + !0)

<latexit sha1_base64="iAdMyCnp2e4rnFwFKYu5h5fNFgU="></latexit>

Hidden layer L...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer 2

Deep neural networks = many layers / many neurons

This is a “general purpose” neural network (NN) known as “fully connected multilayer perceptron” (MLP)

On considère un problème de classification binaire avec le réseau ci-dessus optimisé avec une très bonne performance.

On définit la transformation des données en s’arrêtant à l’avant dernier layer: g : x 2 Rd 7! v 2 Rk

<latexit sha1_base64="iUn0d0lO+UfXcCEzqux7DOD/cIA="></latexit>

Apprendre à classifier les g(xi) est-il plus facile ou plus di�cile que classifier les xi ?

<latexit sha1_base64="9OtBKv2OlmHHXVtM/ZRcgxW8CH0="></latexit>
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On peut augmenter la complexité du modèle à l’infini…

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

Output layerHidden layer 1Input layer

�1, ⌧1

<latexit sha1_base64="uoO5gH0FwNYXJ4eIsDTxmQGyCL8="></latexit>

�m, ⌧m

<latexit sha1_base64="CPYTVrH/QnfdAuzrMyXWFT9IHeY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�1, µ1

<latexit sha1_base64="vQ/Dx11oUIneghevxCiZdr1qcYI="></latexit>

�m, µm

<latexit sha1_base64="a9g+rJz58sNNseGIvTJlY01iiUk="></latexit>

v1
def
= h(c>�1 + µ1)

<latexit sha1_base64="wZ4iw3VtcEUcuRuUmi8VjXQFh7o="></latexit>

vk
def
= h(c>�k + µk)

<latexit sha1_base64="Zh+fE95dxUYZLgsS0OcticI/Jrw="></latexit>

= sigmoid(v>! + !0)

<latexit sha1_base64="iAdMyCnp2e4rnFwFKYu5h5fNFgU="></latexit>

Hidden layer L...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer 2

On considère un problème de classification binaire avec le réseau ci-dessus optimisé avec une très bonne performance.

On définit la transformation des données en s’arrêtant à l’avant dernier layer: g : x 2 Rd 7! v 2 Rk

<latexit sha1_base64="iUn0d0lO+UfXcCEzqux7DOD/cIA="></latexit>

Apprendre à classifier les g(xi) est-il plus facile ou plus di�cile que classifier les xi ?

<latexit sha1_base64="9OtBKv2OlmHHXVtM/ZRcgxW8CH0="></latexit>

Plus facile: car un seul neurone (output) a suffit pour les classifier: ils sont forcément linéairement séparables

g(xi) est un embedding ou une représentation vectorielle de xi

<latexit sha1_base64="+DbJnRbE+hEQbRAxeTHxZET3q2A="></latexit>
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III - Modèles probabilistes

Partie 2 - Apprentissage supervisé
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1. Classification avec la loi Normale Intuition
Nous avons une base de données de l’utilisation quotidienne des cartes bancaires de plusieurs clients.

On observe deux variables:  
(1) le montant moyen des transactions                 (2) le délai moyen entre les transactions

Après vérification des réclamations des clients, les transactions frauduleuses ont été marquées. 
On observe les nuages de points:

On souhaite anticiper les fraudes et les 
détecter rapidement. 

Une nouvelle observation dans la base 
de donnée est faite, quelle devrait être 
sa classe: fraude ou normale ?

P(fraude|montant, délai) et P(normale|montant, délai)

<latexit sha1_base64="DCo6t44h1SBoSPpspt5UM9YyKWI="></latexit>

Idée: on compare les probabilités 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Exemple Gaussien
Pour cela on besoin d’un modèle. On note X = (Montant,Délai)

>
et Y 2 {F ,N}.

<latexit sha1_base64="sC4xl5qA8kiPK3RCObHe0lkbbio="></latexit>

Nous allons modéliser les probabilités conditionnelles P(X|Y = F ) et P(X|Y = N) en utilisant des lois connues.

<latexit sha1_base64="OmqIyJp/3Rc26mcVCp9Ea3Y4unk="></latexit>

Dans cet exemple on peut considérer les modèles: P(X|Y = F ) = N (µF ,⌃F ) et P(X|Y = N) = N (µN ,⌃N ).

<latexit sha1_base64="fVawCow28PLlkz21k7c9Njs+bBQ="></latexit>

Dans cet exemple on peut considérer les modèles: P(X|Y = F ) = N (µF ,⌃F ) et P(X|Y = N) = N (µN ,⌃N ).

<latexit sha1_base64="fVawCow28PLlkz21k7c9Njs+bBQ="></latexit>

Où µF ,⌃F , µN ,⌃N sont appelés “paramètres” du modèle et doivent être estimés à partir des données.

<latexit sha1_base64="Q8Fh0Z3ZjyhDu9JcD1NsuyA69Yo="></latexit>

P(Y = F |X = x) et P(Y = N |X = x).

<latexit sha1_base64="g4VjVd1gMGw51GRdEC3IYB4zan4="></latexit>

On observe un nouveau x pour lequel on ne connait pas le y correspondant. Pour le prédire, on doit comparer:

<latexit sha1_base64="lFMLy7fRIqGOw6trTjlxyzxI8fI="></latexit>

Comment peut-on les calculer ?

1. Classification avec la loi Normale
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Exemple Gaussien

P(Y = N |X = x) =
f(X,Y )(x,N)

fX(x) =
fX|Y =N (x)P(Y=N)

fX(x)

<latexit sha1_base64="ajcm4Dk8+6LoyWqauBf2thI2Z14="></latexit>

En utilisant le théorème de Bayes deux fois:

P(Y = F |X = x) =
f(X,Y )(x,F )

fX(x) =
fX|Y =F (x)P(Y=F )

fX(x)

<latexit sha1_base64="KyGkJWNWx9SXlBAkH+BPply+Upo="></latexit>

Et pareil:

Or, avec notre modèle:
fX|Y=N (x) = 1p

2⇡ det(⌃N )
exp

�
� 1

2 (x� µN )>⌃N
�1(x� µN )

�

<latexit sha1_base64="wAs8sNqxde1oc2JS4iik1HXqPyI="></latexit>

fX|Y=F (x) =
1p

2⇡ det(⌃F )
exp

�
� 1

2 (x� µF )>⌃F
�1(x� µF )

�

<latexit sha1_base64="1OXfYwuxkc8nqXmOvzOvlQZoV3Q="></latexit>

Exercice

On suppose le modèle simplifié: ⌃F = ⌃N = �2I2. On note pN = P(Y = N) et pF = P(Y = F ).

1. Proposez des estimateurs des paramètres du modèle µF , µN , pN , pF et �2
en fonction des observations (Xi, yi).

2. Trouver une fonction ' : R2 ! R telle que �(x) � 0 , P(Y = N |X = x) � P(Y = F |X = x)

3. En déduire une fonction de prédiction g : R2 ! {N,F}.

<latexit sha1_base64="SacDFQkr9eIZyqBnolK1GN7KX2s="></latexit>

On suppose le modèle simplifié: ⌃F = ⌃N = �2I2. On note pN = P(Y = N) et pF = P(Y = F ).

1. Proposez des estimateurs des paramètres du modèle µF , µN , pN , pF et �2
en fonction des observations (Xi, yi).

2. Trouver une fonction ' : R2 ! R telle que �(x) � 0 , P(Y = N |X = x) � P(Y = F |X = x)

3. En déduire une fonction de prédiction g : R2 ! {N,F}.

<latexit sha1_base64="SacDFQkr9eIZyqBnolK1GN7KX2s="></latexit>

On observe les données (X1, y1), . . . , (Xn, yn) i.i.d. On cherche à apprendre un classifieur g : R2 ! {N,F}.

<latexit sha1_base64="pJeYBJsR/y6uBdkmboHmh7GKtAg="></latexit>

On suppose que parmi les observations yi, il y a autant de N que de F .

<latexit sha1_base64="QMWIAqFf6cAjcuuRzWwgSZuPoX4="></latexit>

1. Classification avec la loi Normale
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w>x+ b � 0 avec w = 2(µN � µF ) et b = kµF k2 � kµNk2.

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

,

<latexit sha1_base64="ilFvgSmDamLOa3+JMN0ivKVUwhQ="></latexit>

Pour un x observé, on prédit y = N si et seulement si '(x) = (µN � µF )>x+ kµF k2�kµNk2

2 � 0

<latexit sha1_base64="DPnOqbool/4TFYfp7crT/Cne5sc="></latexit>

w>x+ b � 0 avec w = 2(µN � µF ) et b = kµF k2 � kµNk2.

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

w>x+ b � 0 avec w = 2(µN � µF ) et b = kµF k2 � kµNk2.

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

w >
x+

b �
0 avec w

=
2(µ

N �
µ
F ) et b = kµ

F k 2� kµ
N k 2

.

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

w
> x
=
0

<latexit sha1_base64="XzP9/UuHTkAZ70qAckikBl5nYes="></latexit>

avec w = µN � µF et b = kµF k2�kµNk2

2 > 0.

<latexit sha1_base64="kXve+xAP3k5B7wj6jM+WEkB8tV4="></latexit>

w
> x
=
�b

<latexit sha1_base64="SEu2gXriFpqnTrqzwC29NBJoUtA="></latexit>

w
> x
>
0

<latexit sha1_base64="VRM4RBzYOF4MW/bSTGPC/uAnLA8="></latexit>

w
> x
<
0

<latexit sha1_base64="kSsQ7D5rGOLpEyYZWhwxib1yPYc="></latexit>

Une fonction de prédiction peut donc être donnée par: g : x ! sign(w>x+ b)

<latexit sha1_base64="iY5HfqXru2KS7uz/DS5y/ghdg1o="></latexit>

Séparation linéaire1. Classification avec la loi Normale
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On observe désormais les données suivantes:

Est-ce la meilleure séparation linéaire ?

Quelle hypothèse n’est plus vérifiée ?

Les variables ont une corrélation négative: ⌃ n’est plus diagonale 6= �2I !

<latexit sha1_base64="ktRPHxIzSs2xw0AbsvRLjHD3LCE="></latexit>

Les variables ont une corrélation négative: ⌃ n’est plus diagonale 6= �2I !

<latexit sha1_base64="ktRPHxIzSs2xw0AbsvRLjHD3LCE="></latexit>

Que devient la fonction de décision ' si ⌃N = ⌃F = ⌃ ?

<latexit sha1_base64="SqIwi4xr0zN0gZKnId+N2yN4OiE="></latexit>

Que devient la fonction de décision ' si ⌃N = ⌃F = ⌃ ?

<latexit sha1_base64="SqIwi4xr0zN0gZKnId+N2yN4OiE="></latexit>

'(x) = (⌃�1(µN � µF ))>x+ µ>
F ⌃�1µF�µ>

N⌃�1µN

2

<latexit sha1_base64="Cjezw8nDi10nPpqyUg224hwVUFs="></latexit>

= w>x+ b

<latexit sha1_base64="tgdlRUZ3MptEEbj92QiUWBJruq8="></latexit>

w
>x+ b � 0 avec

w = 2(µN
� µF ) e

t b =
kµFk

2 � kµNk
2 .

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

w
>x+ b � 0 avec

w = 2(µN
� µF ) e

t b =
kµFk

2 � kµNk
2 .

<latexit sha1_base64="95BZDb67gnexK5ECgwOoj0dS+kM="></latexit>

'(x) = (⌃�1(µN � µF ))
>x+

µ>
F⌃�1µF�µ>

N⌃�1µN

2

<latexit sha1_base64="Cjezw8nDi10nPpqyUg224hwVUFs="></latexit>

Séparation linéaire1. Classification avec la loi Normale
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Linear discriminant analysis (LDA)
Soit X un vecteur aléatoire dans Rd et Y une variable aléatoire dans {�1, 1}.

<latexit sha1_base64="qjSEy4Sof/iXfL3DMC7f9jfx4sI="></latexit>

On observe n paires i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn).

<latexit sha1_base64="HY0tJFNiOeIY0MVz4ojbPNB4ej0="></latexit>

On suppose que: P(X|Y = �1) = N (µ�1,⌃�1) et P(X|Y = 1) = N (µ1,⌃1).

<latexit sha1_base64="V+Y7dqC/XnxL6cQsiK133SYxfnI="></latexit>

Alors la fonction de décision définie par:

<latexit sha1_base64="gWTJI6NaPjK/3iJIlclPsOEeaks="></latexit>

est linéaire et peut s’écrire:

<latexit sha1_base64="tiRBa+elGuEGvXXmZ49T1IJmIuw="></latexit>

'(x) = w>x+ b

<latexit sha1_base64="L6NDyRSQVlL3rotExgJEhxGf7Es="></latexit>

LDA

Où w 2 Rd
et b 2 R dépendent des paramètres µ1, µ�1,⌃ et p1, p�1.

<latexit sha1_base64="uDHGnrvak/vBj7gHRi7lHA/tXaA="></latexit>

' : x 7! logP(Y = 1|X = x)� logP(Y = �1|X = x)

<latexit sha1_base64="5mI2PdvoO/9cdff5UB0XOYAOr0o="></latexit>

On note p1 = P(Y = 1) et p�1 = P(Y = �1).

<latexit sha1_base64="L+9zGXXN1yjuGylUM9uXraoFcbk="></latexit>

On suppose ⌃1 = ⌃�1 = ⌃

<latexit sha1_base64="rQycyahLNmnPZqepj8zctrToOeg="></latexit>

1. Classification avec la loi Normale
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On observe désormais les données suivantes:

Quelle hypothèse n’est plus vérifiée ici ?

⌃N 6= ⌃F !

<latexit sha1_base64="0BsLcrYEUu4ha7N2v+fOlTsiz08="></latexit>

Que devient la fonction de décision ' dans le cas général ?

<latexit sha1_base64="8g6E8LlWCK+h+FV8fMH81KPlLOI="></latexit>

Une fonction quadratique de la forme: x 7! x>Ax+ w>x+ b

<latexit sha1_base64="2OhjgPkvl9SE7i0pfMvMLuRmTkU="></latexit>

Linear discriminant analysis (LDA)1. Classification avec la loi Normale
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Quadratic discriminant analysis (QDA)

Alors la fonction de décision définie par:

<latexit sha1_base64="gWTJI6NaPjK/3iJIlclPsOEeaks="></latexit>

QDA

est quadratique et peut s’écrire:

<latexit sha1_base64="mfMUSN8Y146WyCWQdOm/iiLanio="> </latexit>

Où A 2 Sd, w 2 Rd
et b 2 R dépendent des paramètres µ1, µ�1,⌃1,⌃�1 et p1, p�1.

<latexit sha1_base64="j+WNlVB+z/bXY5J/JVwBrrnfULU="></latexit>

' : x 7! logP(Y = 1|X = x)� logP(Y = �1|X = x)

<latexit sha1_base64="5mI2PdvoO/9cdff5UB0XOYAOr0o="></latexit>

'(x) = x>Ax+ w>x+ b

<latexit sha1_base64="OcJDm19r9m9XmJFM1FQW/Dv76jI="></latexit>

Soit X un vecteur aléatoire dans Rd et Y une variable aléatoire dans {�1, 1}.

<latexit sha1_base64="qjSEy4Sof/iXfL3DMC7f9jfx4sI="></latexit>

On observe n paires i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn).

<latexit sha1_base64="HY0tJFNiOeIY0MVz4ojbPNB4ej0="></latexit>

On suppose que: P(X|Y = �1) = N (µ�1,⌃�1) et P(X|Y = 1) = N (µ1,⌃1).

<latexit sha1_base64="V+Y7dqC/XnxL6cQsiK133SYxfnI="></latexit>

On note p1 = P(Y = 1) et p�1 = P(Y = �1).

<latexit sha1_base64="L+9zGXXN1yjuGylUM9uXraoFcbk="></latexit>

1. Classification avec la loi Normale
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Quadratic discriminant analysis (QDA)1. Classification avec la loi Normale
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LDA / QDA avec K classes

On observe n paires i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn).

<latexit sha1_base64="HY0tJFNiOeIY0MVz4ojbPNB4ej0="></latexit>

On suppose que: P(X|Y = k) = N (µk,⌃k)

<latexit sha1_base64="eAxaI6cXBH5rJAvxjd6EBVGUhDM="></latexit>

On note pk = P(Y = k).

<latexit sha1_base64="5I+jsKJxRrJBePKAM9BXrDl95iE="></latexit>

P(Y = k|X = x) =
fX|Y =k(x)P(Y=k)

fX(x) =
fX|Y =k(x)pk

fX(x)

<latexit sha1_base64="bzZggowha04uIaW/fj3N/qRUvj4="></latexit>

On prédit la classe k si et seulement si:

<latexit sha1_base64="RbqPE83JBlM1gnQaT3vHHCR39VQ="></latexit>

P(Y = k|X = x) = max
j2{0,...,K�1}

P(Y = j|X = x)

<latexit sha1_base64="WcdwfOtugvy18+340CUH5SwMAfc="></latexit>

, log
�
fX|Y=k(x)pk

�
= max

j2{0,...,K�1}
log

�
fX|Y=j(x)pj

�

<latexit sha1_base64="SIhMGboWH+ST3/SMfbkYfTHHynE="></latexit>

Soit X un vecteur aléatoire dans Rd et Y une variable aléatoire dans {0, 1, . . . ,K � 1}.

<latexit sha1_base64="moRseaUep6RV8OpB3BYc5gUUVzs="></latexit>

1. Classification avec la loi Normale
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Exemple avec 4 classes1. Classification avec la loi Normale
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Résumé1. Classification avec la loi Normale

Hypothèses Nom du modèle Séparation

Covariances identiques LDA Linéaire

Covariances différentes QDA Quadratique

Covariances diagonales et identiques Naive Bayes Gaussien Linéaire

Covariances diagonales et différentes Naive Bayes Gaussien Quadratique



Modèles probabilistes 

Classification (apprentissage supervisé)

On observe n paires i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn).

<latexit sha1_base64="HY0tJFNiOeIY0MVz4ojbPNB4ej0="></latexit>

Soit X un vecteur aléatoire dans Rd et Y une variable aléatoire dans {0, 1, . . . ,K � 1}.

<latexit sha1_base64="moRseaUep6RV8OpB3BYc5gUUVzs="></latexit>

On suppose que l’on peut modéliser les lois conditionelles: P(X = x|Y = k) = fak(x)

<latexit sha1_base64="gk924/+ERQ8dibj8fPfIxyd94Vs="></latexit>

On note pk = P(Y = k).

<latexit sha1_base64="5I+jsKJxRrJBePKAM9BXrDl95iE="></latexit>

P(Y = k|X = x) =
fX|Y =k(x)P(Y=k)

fX(x) =
fX|Y =k(x)pk

fX(x) =
fak

(x)pk

fX(x)

<latexit sha1_base64="IX3EZyRd8TWa98FGjDJNTn/0BlQ="></latexit>

Bayes:

<latexit sha1_base64="2/rzGyN/jqZ+7JrJ/8r+qSzgzcE="></latexit>

g : x 7! argmax
j2{0,...,K�1}

log
�
faj (x)pj

�

<latexit sha1_base64="CiCiF5I6Iid/kjgXyVYSIzyd5ec="></latexit>

La fonction de prédiction est donnée par:

<latexit sha1_base64="0qN5FtBrJIaXlCuoNNeCBVztuTo="></latexit>

Cas général

Ces modèles sont aussi appelés: Generative models
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III - Modèles probabilistes

Partie 3 - Apprentissage non-supervisé
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Apprentissage non-supervisé Introduction

On souhaite identifier des groupes différents dans des données sans labels:

Idée: si on connaît le label Z, alors on peut modéliser les 
lois conditionnelles pour chaque cluster par une 

Gaussienne:

Comment peut-on modéliser cette distribution ?x1, . . . ,xn 2 R2

<latexit sha1_base64="wqBDH6H3JVFBT/GpWfB1GS9r6BI="></latexit>

X|Z = 0 ⇠ N (µ0,⌃0)

<latexit sha1_base64="UZHP4UgudxQaKT+ErvF0ROkjKas="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (µ1,⌃1)

<latexit sha1_base64="cYHigGSwA8Dzdu283801kPSkE+Q="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (µ2,⌃2)

<latexit sha1_base64="VYaDVf6QpiN/I3CWGgfUqLk5Y+E="></latexit>
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Mélange de Gaussiennes

Avec
PK

k=1 ⇡k = 1

<latexit sha1_base64="bgEiJuQBfqyaml2m/iYQi1BsZls="></latexit>

Et soit X un vecteur aléatoire tel que P(X|Z = k) = N (µk,⌃k)

<latexit sha1_base64="dOzEdzl/EvB+rPpCZmJ9ObJwkWE="></latexit>

Soit Z une variable discrète dans {1, . . . ,K} telle que P(Y = k) = ⇡k

<latexit sha1_base64="dMs6R7c9fYuO4r4VzpP1wah0tBE="></latexit>

Soit X ⇠
PK

k=1 ⇡kN (µk,⌃k)

<latexit sha1_base64="cf5WOoj/d8gxbpwwsT9qCt38BaQ="></latexit>

Alors, on dit que X est un mélange de Gaussiennes avec K composantes et on écrit:

<latexit sha1_base64="MQo5wMhj79elcUVlJakg8mfsYjs="></latexit>

La variable Z, en général non observée est dite: variable latente

Apprentissage non-supervisé
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On considère deux Gaussiennes univariées N (�1, 0.52) et N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="l1ySA6NIpXN7IJQgg11LDiXmljM="></latexit>

Soit Z une variable discrète dans {1, 2} avec ⇡1 = ⇡2 = 1
2

<latexit sha1_base64="9qpBbo4kGWyfg+LI3G04PJdWgjU="></latexit>

On génère Xi suivant la valeur de Zi:

<latexit sha1_base64="8RnPluwQ9pG1HcXmojZi5pNyYo8="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>

Mélange de GaussiennesApprentissage non-supervisé
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

On considère deux Gaussiennes univariées N (�1, 0.52) et N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="l1ySA6NIpXN7IJQgg11LDiXmljM="></latexit>

Soit Z une variable discrète dans {1, 2} avec ⇡1 = ⇡2 = 1
2

<latexit sha1_base64="9qpBbo4kGWyfg+LI3G04PJdWgjU="></latexit>

On génère Xi suivant la valeur de Zi:

<latexit sha1_base64="8RnPluwQ9pG1HcXmojZi5pNyYo8="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

On considère deux Gaussiennes univariées N (�1, 0.52) et N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="l1ySA6NIpXN7IJQgg11LDiXmljM="></latexit>

Soit Z une variable discrète dans {1, 2} avec ⇡1 = ⇡2 = 1
2

<latexit sha1_base64="9qpBbo4kGWyfg+LI3G04PJdWgjU="></latexit>

On génère Xi suivant la valeur de Zi:

<latexit sha1_base64="8RnPluwQ9pG1HcXmojZi5pNyYo8="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

On considère deux Gaussiennes univariées N (�1, 0.52) et N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="l1ySA6NIpXN7IJQgg11LDiXmljM="></latexit>

Soit Z une variable discrète dans {1, 2} avec ⇡1 = ⇡2 = 1
2

<latexit sha1_base64="9qpBbo4kGWyfg+LI3G04PJdWgjU="></latexit>

On génère Xi suivant la valeur de Zi:

<latexit sha1_base64="8RnPluwQ9pG1HcXmojZi5pNyYo8="></latexit>

Quelle est la loi de X ?

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>



150

2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

Soit Z une variable discrète dans {1, 2} avec ⇡1 = ⇡2 = 1
2

<latexit sha1_base64="9qpBbo4kGWyfg+LI3G04PJdWgjU="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>

P(X  x) = P(X  x|Z = 1)P(Z = 1) + P(X  x|Z = 2)P(Z = 2)

<latexit sha1_base64="V8Cuj8u3B0UO3BVBfRe8xgs8e6c="></latexit>

Avec la formule des probabilités totales:

= P(X  x|Z = 1)⇡1 + P(X  x|Z = 2)⇡2

<latexit sha1_base64="qvd7xF7KoQPOGWK1ZXKEPsNs3mI="></latexit>

=

Z x

�1

�
⇡1fN (�1,0.52)(u) + ⇡2fN (1,0.52)(u)

�
du

<latexit sha1_base64="QZPTIvPIcT3/PmPqH2W9fFpdE+g="></latexit>

= ⇡1

Z x

�1
fN (�1,0.52)(u)du+ ⇡2

Z x

�1
fN (1,0.52)(u)du

<latexit sha1_base64="cAi8YAcXiuMe7bx8r9OZxfk06D0="></latexit>

X|Z = 1 ⇠ N (�1, 0.52)

<latexit sha1_base64="PvplmdnVCY9GHtS84Dpyz1gSIlM="></latexit>

X ⇠ ⇡1

<latexit sha1_base64="vWl9muTh28t84zrJZ05NAqjBoNo="></latexit>

+⇡2

<latexit sha1_base64="w5EWfgf8/FB5uelhz/rXovewPwk="></latexit>

X|Z = 2 ⇠ N (1, 0.52)

<latexit sha1_base64="X5cv3gaJYg99kKr8cGjRU0kv2kU="></latexit>

X est un mélange de Gaussiennes:

<latexit sha1_base64="Atf1tEkq0ILZnfXGBlRYJvZUzRM="></latexit>

Quelle est la loi de X ?
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

On observe une variable (1D) dont l’histogramme est:

Quel modèle paramétrique est adapté pour ces données ?

Visuellement, un GMM(3) devrait bien modéliser ces données  
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

On suppose donc X1, . . . , Xn ⇠ GMM(3)

<latexit sha1_base64="nVmiEPsyfyvXkE+TuKg5OfY2x08="></latexit>

Formellement: X ⇠
PK

k=1 ⇡kN (µk,�2
k)

<latexit sha1_base64="7a4KD/5aVJakdDkRDtB4mRknglA="></latexit>

max
⇡,µ,�2

PK
k=1 ⇡k=1

NX

i=1

log

 
KX

k=1

⇡kfN (µk,�2
k)
(Xi)

!

<latexit sha1_base64="w1RnLdZgGpJ19SJZsGllWXv4zOE="></latexit>

On maximise sa log-vraisemblance:

<latexit sha1_base64="69XY7jypskEgHZ5RqK5v/ZT9KUc="></latexit>

⇡ = [0.48, 0.28, 0.24] (1)

µ = [�1.02, 0.02, 1.1] (2)

�2 = [0.1, 0.08, 0.17] (3)

<latexit sha1_base64="b0KraVAGbciRL07slrK3PZssCdQ="></latexit>

Numériquement, on obtient:

<latexit sha1_base64="idWgYu8HP4jOWlufdiP1/z0jz8w="></latexit>

Comment identifier les paramètres ⇡k, µk,�2
k ?

<latexit sha1_base64="QOvL+dPj5O0klpOD5kpY0qPBWXg="></latexit>

avec K = 3
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

Composantes du modèle GMM:
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 1D

Densité du modèle GMM (somme des composantes)



GMM(2)
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 2D

155

GMM(3) GMM(4)



2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Algorithme E-M

Soit X ⇠
PK

k=1 ⇡kN (µk,⌃k)

<latexit sha1_base64="cf5WOoj/d8gxbpwwsT9qCt38BaQ="></latexit>

Soit X1, . . . ,Xn des observations i.i.d

<latexit sha1_base64="XUPnQcvAHHAikGAzgTrxFapYPAM="></latexit>

La vraisemblance n’est pas facile à maximiser directement:

On l’augmente en utilisant la variable latente Z 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log f(X|µ,⌃,⇡) =
NX

i=1

log

 
KX

k=1

⇡kN (xi|µk,⌃k)

!

<latexit sha1_base64="A4Vwv/qULH4jdZoqcpo4UzXE0us="></latexit>



2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Algorithme E-M

Mais on n’observe pas les variables Zi, on “marginalise” en intégrant la variable Z:

<latexit sha1_base64="rSJAyJC5dceXTbUP7/iNelzk9Xk="></latexit>

On peut montrer que:

�ik = P(Zi = k|X = xi) =
fX|Z=k(xi)P(Z = k)

fX(xi)
=

⇡kN (xi|µk,⌃k)PK
j=1 ⇡jN (xi|µj ,⌃j)

<latexit sha1_base64="l+or64FSd8pZ3RzTg+rFSQY4tOc="></latexit>

log f(X, Z|µ,⌃,⇡) =
NX

i=1

KX

k=1

1(Zi = k) (log ⇡k + logN (xi|µk,⌃k))

<latexit sha1_base64="2sweJNbwOYAeoX3cuoiIGBq87k8="></latexit>

EZ|X[ log f(X,Z|µ,⌃,⇡)] =
NX

i=1

KX

k=1

EZ|X[1(Zi = k) (log ⇡k + logN (xi|µk,⌃k)) ]

<latexit sha1_base64="CaX5iGOkHthBmI+hjNnicMGCR3w="></latexit>

EZ|X [ log f(X, Z|µ,⌃,⇡)] =
NX

i=1

KX

k=1

EZ|X[1(Zi = k)] (log ⇡k + logN (xi|µk,⌃k))

<latexit sha1_base64="coWD4yeqOTem59Ta2PXQe9M03P0="></latexit>

=
NX

i=1

KX

k=1

�ik (log ⇡k + logN (xi|µk,⌃k))

<latexit sha1_base64="Ol5LmlCkeEI09PJKJxxcfS9NuyI="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Algorithme E-M

'(pi,µ,⌃)
def
=

NX

i=1

KX

k=1

�ik (log ⇡k + logN (xi|µk,⌃k))

<latexit sha1_base64="W6OdFHy8Ka1L0Sd7fO8ePX7JuUQ="></latexit>

Si on suppose que ces probabilités sont connues, alors on peut facilement maximiser la nouvelle 
vraisemblance pondérée par les      :⇡̂k =

1

N

NX

i=1

�ik

<latexit sha1_base64="6C0pUn/v8C8tKZLMfPV7D2wBUKg="></latexit>

0. Initialiser ⇡(0), µ(0),⌃(0)

<latexit sha1_base64="P0709XCDtQVR1Djsn1C0w9+x9gU="></latexit>

Pour chaque itération t:

<latexit sha1_base64="1tgBwWcTrCeWMGSU/vJcClfw8KA="></latexit>

1. Calculer �(t) avec (B) avec et les ⇡(t), µ(t),⌃(t)

2. Mettre à jour ⇡(t+1), µ(t+1),⌃(t+1) avec (A) et �(t)

<latexit sha1_base64="6jcXJ63Y045W3c9f5CGgf/b2Uls="></latexit>

Idée:  un algorithme alternatif

Expectation step

Maximization step

Mais  les        dépendent des paramètres: �ik =
⇡kN (xi|µk,⌃k)PK
j=1 ⇡jN (xi|µj ,⌃j)

<latexit sha1_base64="dWXnOWyqtCLgzKYiYeW33V116qE="></latexit>

�ik =
⇡kN (xi|µk,⌃k)PK
j=1 ⇡jN (xi|µj ,⌃j)

<latexit sha1_base64="dWXnOWyqtCLgzKYiYeW33V116qE="></latexit>

(B)

(A)⌃̂k =

PN
i=1 �ik(xi � µk)(xi � µk)>PN

i=1 �ik

<latexit sha1_base64="tRKPZwS2RpxnQX4A/4vqNw1VJW4="></latexit>

On obtient: ⇡̂k =
1

N

NX

i=1

�ik

<latexit sha1_base64="6C0pUn/v8C8tKZLMfPV7D2wBUKg="></latexit>

µ̂k =

PN
i=1 �ikxiPN
i=1 �ik

<latexit sha1_base64="WHGpj+u4fe9jESwnlodDcwo+pC8="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Algorithme E-M

0. Initialiser ⇡(0), µ(0),⌃(0)

<latexit sha1_base64="P0709XCDtQVR1Djsn1C0w9+x9gU="></latexit>

Pour chaque itération t:

<latexit sha1_base64="1tgBwWcTrCeWMGSU/vJcClfw8KA="></latexit>

1. Calculer �(t) avec (B) avec et les ⇡(t), µ(t),⌃(t)

2. Mettre à jour ⇡(t+1), µ(t+1),⌃(t+1) avec (A) et �(t)

<latexit sha1_base64="6jcXJ63Y045W3c9f5CGgf/b2Uls="></latexit>

L’algorithme E-M

Expectation step

Maximization step

Remarques

1. La vraisemblance du modèle GMM(⇡(t), µ(t),⌃(t)) croit en fonction de t.

2. La vraisemblance du modèle n’est pas convexe: pas de garantie d’un maximum global

3. La vraisemblance du modèle n’est pas convexe: le résultat E-M dépend de l’initialisation

<latexit sha1_base64="WfFcOQczeat3LazonAIWVFPkFcE="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Algorithme E-M in action
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Clustering

161

On souhaite identifier des groupes différents dans des données sans labels:

On suppose qu’il y a K labels possibles et on modélise les données par un GMM(K):

Soit X ⇠
PK

k=1 ⇡̂kN (µ̂k, c⌃k)

<latexit sha1_base64="fk4lp88EzswLJ9D2nOtkJ0nvKJM="></latexit>

Où les paramètres ont été estimés sur n observations i.i.d x1, . . . ,xn

<latexit sha1_base64="9tIFZWI/3HbA7KoRQi0ow380gdA="></latexit>

Comment prédire la classe d’un nouveau point                 ?xn+1

<latexit sha1_base64="zuyn5D5+7EAYco0Q/MjSQslxNMo="></latexit>
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Choix du nombre de composantes

Quel est l’effet du nombre de composantes sur la vraisemblance du modèle ?

1. Plus K est grand, plus 
le modèle est riche


2. .. mais on risque 
d’overfit les données
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Choix du nombre de composantes

Quel est l’effet du nombre de composantes sur le modèle ?
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 2D
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 2D
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM) Exemple en 2D
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2. Mélange de Gaussiennes (GMM)

AIC = �2 log(L) + 2K

<latexit sha1_base64="y/YnYGaVMWo8sD4Bf4lys3A7jtQ="></latexit>

BIC = �2 log(L) + log(n)K

<latexit sha1_base64="fasXGWVEWYGc32zWPMV7khP+P7c="></latexit>

Choix du nombre de composantes

Principe du rasoir d’Ockham: “The simplest explanation is usually the best one” 

Un modèle simple = modèle avec peu de paramètres à estimer 

On minimise un trade-off entre la vraisemblance et la complexité

“Akaike Information Criterion”

“Bayesian Information Criterion”



Modèles probabilistes 

Clustering (apprentissage non supervisé)

Soit X un vecteur aléatoire dans Rd et Y une variable aléatoire dans {0, 1, . . . ,K � 1}.

<latexit sha1_base64="moRseaUep6RV8OpB3BYc5gUUVzs="></latexit>

On suppose que l’on peut modéliser les lois conditionelles: P(X = x|Y = k) = fak(x)

<latexit sha1_base64="gk924/+ERQ8dibj8fPfIxyd94Vs="></latexit>

On observe x1, . . . ,xn supposés i.i.d. Les Y ne sont pas observés. K peut éventuellement être connu à l’avance.

<latexit sha1_base64="vNylNOHZMBPkv/0yblnNAegU5cI="></latexit>

On note ⇡k = P(Y = k).

<latexit sha1_base64="qGfrOHl9gCh/IBy3zn59Ba0xhf4="></latexit>

X est un modèle de mélange de la loi à densité fa

<latexit sha1_base64="qxbH9YayDn5q2lyFIF5PN/oHxUA="></latexit>

g : x 7! argmax
j2{0,...,M�1}

log
�
faj (x)pj

�

<latexit sha1_base64="6F7r5Te7M0fko/vW5yyro+OQd90="></latexit>

P(X = x) =
M�1X

k=0

⇡kfak(x)

<latexit sha1_base64="qs9jjkctpQN/MOVf58rGj+IeRFs="></latexit>

Alors, on considérant M composantes, par la formule des probabilités totales:

<latexit sha1_base64="/0cq72xFUUADTq0HLHqTBfFmbRc="></latexit>

Ses paramètres (a0, . . . , aM�1) peuvent être estimés avec l’algorithme E-M.

<latexit sha1_base64="qYhWq+Q0L7smdI4G3vQImELlaH4="></latexit>

La fonction de prédiction est donnée par:

<latexit sha1_base64="0qN5FtBrJIaXlCuoNNeCBVztuTo="> </latexit>

Cas général


