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Chapitre lll: Manifold learning and visualization Embeddings
Qu’est-ce qu’un Embedding ?

(Définition 1). Une transformation pour réduire la dimension:

d% k

(Définition 2). Une transformation pour encoder numeriguement I'information:

k

Texte, images, sons —

La PCA est un exemple d’embedding lineaire

INSEA 2



Propriétés et limites de I’ACP:

1. La PCA est une transformation linéaire

2. La PCA est la projection qui maximise la variance des données projetées

3. Elle ne peut pas identifier des structures complexes, non linéaires dans les données

Cherchons une méthode de projection qui préserve les similarités entre les points:

On cherche des projetés en faible dimension z; € R? tels que:

(Xi,X;) = (Zi,2j)
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On cherche des projetés en faible dimension z; € R* tels que:

(Xi,X;) = (Zi,2j)

Etant données des observations xq,...,X, € R%:

T

min E (x, X; — 2, 2;)°
Z1,...,Zn CER2

2,]

(Classical) Multi-dimensional scaling — Classical MDS
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Classical MDS appliquée aux données “ratings”

PCA Classical MDS

Données de ratings du
site e-commerce:

Customer Product 1 Product 2

<
Customer 1 4.5 3.0 =
Customer 2 3.9 4.0 § 5
Customer 3 5.0 2.5 g
:% 0
5
Customer n 4.0 4.5

Qu’en pensez-vous ?

6 -4 -2 0 2 4 6 R
Premiere composante 8.99%

Les visualisations PCA et Classical MDS sont

$ mathématiguement équivalentes (TD 3) ‘G}
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(Classical) Multi-dimensional scaling

n

min E (x, X; — 2, 7;)°
71 y... Zp CER2 &=
i,]

Ecrire ce probleme pour sous forme matricielle avec X € R*"*% et Z € R"**

Suite (TD 3)
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On peut géneéraliser cela en cherchant a avoir:

distance(x;,x;) ~ distance(z;,z;) au lieu de <X@',Xj> ~ <Z7L7 Zj>
T

min Z(dist(Xz‘,Xj) — ||z; — ZjH)2

Z1,...,Zp CR2

2,]
Cette méthode s’appelle: (Metric) Multi-dimensional scaling (MDS)

Remarques

1. L’optimisation est directement sur les projetés z;: pas de fonction de projection générale comme avec ’ACP.

2. On peut formuler le probleme pour réduire la dimension a un espace de dimension k£ avec 2 < k < d

3. On n’a pas besoin de connaitre les x;, il suffit d’avoir la matrice de taille n x n des distances dist(x;,x;).

" Pouvez-vous penser a une application de cette méthode ou on a uniquement la matrice des distances ?

- {nt
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Visualiser des données d’un graphe ou on a uniguement des interactions entre des entités.

Exemple 1: données du nombres de “liens” entres des sites webs.

Website 1 Website 2 Website 3 Website n — 1  Website n
Website 1 0 3 5 2
Website 2 2 0 4 1
Website 3 1 2 0 3
Website n — 1 0 1 2 0
Website n 3 0 1 5

Peut-on utiliser cette matrice comme input de I'algorithme MDS ?

Non ! Cette matrice mesure une forme de similarite: le contraire de la distance !

En plus elle n’est pas symétrique ! |l faut d’abord la symétriser: en prenant (A + AT) / 2

I faut ensuite la transformer en dissimilarite en prenant I'inverse, ou exp(-.) et appliquer MDS par la suite.

8
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Exemple 2: on a les données de Likes entre utilisateurs sur facebook

User 1 User2 ... Usern Symmetrie User1 User2 ... Usern
- +
User 1 1 3 c e 23 inverse User 1 0 1/56 e 1/23
User 2 53 0 0 + User 2 | 1/56 0 ... 1/187
: ) ) , : diagonale =0 . . | :
User n 0 187 0 —»  Usern | 1/23 1/187 ... 0
A/I\/IDS
2 % ’:"_.q.
2] ’ o ..'.
4t
=
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Données “Swiss roll”

Quelle transformation intuitive simplifierait ces donnees ?

Etaler la génoise !
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Données “Swiss roll”

T 0.04
T 0.02
~10.00
 1—0.02

- +—0.04

2.0

0.0
-0.5

-1.0
-1.5

6
g  —2.0

Y

Quelle transformation intuitive simplifierait ces donnees ?

Etaler la génoise !

11
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Données “Swiss roll”

MDS

L5

10 -

—10 -

—185 -

Peut-on améliorer cette MDS ?

On peut choisir la distance ! Quelle fonction de distance devrait-on choisir sur les données Swiss roll ?

=

INSEA
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On aimerait bien pouvoir calculer les distances en
“marchant” sur la surface courbe du roll

La distance entre deux points serait égale au trajet
parcouru en prenant le plus court chemin sur cette surface

Cette distance s’appelle une geodesique.

Comment peut-on avoir une approximation de cette
distance ?

g

On doit approximer la surface avec un graphe
La distance Euclidienne o *
La geodésique
geodssiaue (~ 13 &



On doit approximer la surface avec un graphe

he en liant

On crée un grap

chaque point avec ses 5 plus

proches voisins

La géodésique entre deux points
est la longueur du chemin

parcouru entre les deux points

en restant sur le graphe

14
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MDS Isomap

MDS (distances euclidiennes) MDS (distances geodesiques)
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1. Classical MDS projette des points en faible dimension tel que les produits scalaires entre les points sont préservés

2. Classical MDS donne des projections équivalentes a celles de la PCA.

3. MDS généralise Classical MDS et préserve les distances entre les points

4. MDS est surtout utilisé pour visualiser des graphes

5. MDS est peu utilisé en ML pour réduire la dimension: la PCA est en général préférable pour deux raisons:

6. a) MDS optimise les projetés directement et ne donne pas acces a une fonction de projection que I’on peut appliquer
a des données futurs

7. b) Les axes MDS ne sont pas décorrélés et ne sont pas facilement interprétables

8. La puissance de MDS réside dans la possibilité d’utiliser des distances “sophistiquées” comme input

9. Si la distance en entrée est issue du plus court chemin sur un graphe, la méthode s’appelle Isomap

e {t
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PCA, MDS, Isomap sont des méthodes de “Manifold learning”

Manifold: un sous espace “localement” vectoriel / Euclidien: une surface tres lisse

Exemples:

15 20.(}7'

Méme si les données sont en grande dimension, leur dimension “réelle” est en
général plus faible: elles sont situées sur un manifold

: T Les plans
. | folds la PCA -ell - ? .
= | Quels manifolds la PCA peut-elle apprendre en une projection 3D -> 2D uniquement |
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, Isomap (MDS avec les geodésiques)
Donnees de ratings du w -

site e-commerce: 1. On construit le Slrvdesupauiio i o kool e Fie s o
graphe des k plus
Customer Product 1l Product 2 ... prOCheS VOISINS 20
Customer 1 4.5 3.0 ol | S .
Customer 2 3.5 4.0 2. On calcule les pIUS
Custormer 3 = 0 55 courts chemins sur 0-
le graphe
~10 +— -
»H
Customer n 4.0 4.5 ce 3 On donne Cette —20 - ® . & ib
distance a MDS | |
-30 —-20 -10 0 10 20 30 40

A vous de deviner: pourquoi Isomap a échoué sur des données “faciles” ?

Raison principal: graphe mal construit !
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Le graphe dépend du nombre de voisins:

K=23 K =230 k=100 k =200

—10 0 —10 0 —10 0 —-10 0

Graphes non connectés: Graphes “trop” connectes:
Géodésique mal définie Geodesigue converge vers

la distance euclidienne
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1. Capable de retrouver des manifolds complexes, non linéaires

2. Correspond a une Metric MDS avec les géodeésiques en input.

Inconvénients

1. Difficile d’avoir un graphe connecté (structure globale) sans sacrifier les structures locales (clusters proches).
2. Le calcul des géodésiques sur le graphe se fait avec I’'algorithme Floyd-Warshall qui a une complexité O(n3).

3. Baseé sur MDS, donc pas d’apprentissage d’une fonction de projection générale

- {nt
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Comment préserver les structures locales ?

Des points dans le méme voisinage en grande dimension doivent rester voisins dans leur projection en 2D

1. Modéliser les voisinages avec une distribution de “saut” d’un point a I'autre

2. Garantir la méme distribution de voisinage dans les projections 2D
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Comment préserver les structures locales ?

ldée

1. Modéliser les voisinages avec une distribution de “saut” d’un point a I'autre

P(x, est voisin de x;) doit étre inversement proportionelle a ||x; — x|

P(x, est voisin de x;) doit tendre rapidement vers 0 si ||x; — x;|| est tres grande (pas voisins)

Quelle fonction peut modéliser cette probabilité ?

e — ~ 2 12
P(j|i) proportionnel & exp(—|x; — x;[|?) donc: P(j|i) = exp(—||x; — x;|*)

2 ks OXP(— %0 — %)
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1. Modéliser les voisinages avec une distribution de “saut” d’un point a I'autre

P(j]i) = exp(—||x; — x;|*)
JIY) = S exp(—||x; — xp||2) 1. Ne tient pas compte de I’ordre de grandeur des distances
7 2. Les clusters doivent étre de méme variance

Quelles sont les inconvénients de ce modele ?

12.5 1

Comment modifier cette fonction pour en tenir compte ?
o | 2 7.5 .‘. .:
N eXp ( HXZO-?:};J H ) 5.0 -
P(j]7) = E— " &
Z ex ||X’L_xk H 0.0 -
k’#@ p 0'12 -
“ITrés dense Peu dense
Utiliser une variance differente pour chaque voisinage B
On symétrise la distribution: P(z et j sont voisins) = N (P(2]7) + P(g]2))

=
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1. Modéliser les voisinages avec une distribution de “saut” d’un point a I'autre

2
X._X.
exp (—Lmzpl?)

= (B(ilj) + B(jli)

) P(z et j sont voisins) =

2. Garantir la méme distribution de voisinage dans les projections 2D
Optimiser les projetés z1,...,z, € R? tels que:
P(x; et x; sont voisins) ~ P(z; et z; sont voisins)
Quelle distribution de voisinage pour les projetés z ?
Le plus simple serait: proportionnel & exp(—||z; — z;|?)

(SNE): Stochastic Neighbor Embedding 2002 (G. Hinton et al.)
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(SNE): Stochastic Neighbor Embedding

Avec cette distribution, les voisinages projetés en 2D sont “surchargés / superposes”

exp(—||z; — 2, I°)  décroit trop rapidement vers 0 avec la taille du voisinage

P(z; et z; sont voisins) proportionnel &

- HQ — Distribution t de
|2 — 2; Student

(t-SNE): t-Distributed Stochastic Neighbor Embedding

2008 (van der Marteen et al.)
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t-SNE sur les données “ratings”

PCA

Données de “ratings”

30 -
du site e-commerce:
20 el e e e el e e
Customer Product 1 Product 2
Customer 1 4.5 3.0 % % L N o S e Fe e ) [ESNone) IApENOR Y DRI I
Customer 2 3.5 4.0 3 3
0 o 0
Customer 3 5.0 2.5 5 :;E._:
§ § -10
Customer n 4.0 4.5 e
; -30
-6 -4 -2 0 2 4 6 -30 =20 =10 0 10 20 30
Premiere composante Premiere composante

t-SNE a trouve 5 clusters tres distincts | Comment cela est-il possible ?

INSEA 26



t-SNE sur les données “ratings”

Ces donnees sont en réalité simulées avec 5 clusters.
En ajoutant I'information des labels (couleur):

PCA t-SNE

30
o
20
4
% % 10
La projection PCA a S 2 s
superpose deux clusters ! oo |z ¢ ‘ ‘
:g 0 :g
: 8 10
&
-2
- -20
-4
—30
—2 0 2 4 §) -30 -20 -10 0 10 20 30

Premiére composante Premiére composante
INSEA e



7 . HX’L'_XjHQ
On modelise les voisinages avec une CXP P
distribution de “saut” d’un point a I’autre: P(jli) =
S exp (= el

On ne choisit pas les variances une a une pour chaque point. On les contrble indirectement en précisant
un parametre de “perplexité” similaire au nombre de voisins les plus proches. Plus la perplexité est
grande, plus on conserve la structure globale des données.

Données perp. = perp. = 20 perp. = 100
60 - .’a-"" “~ s - 4 ’J’Q.
107 l ° 107 i :g\.;i..o Q :: !; [
20 - , £ { S ‘{§ 542 i ‘: éo‘,ﬁ >4 8 ﬁ ‘! :"_o
v:' f .L.' “,a o i ” ';4'.'; = :s‘?:: ’,:?:;
0- P - 0 L\ s 8 A
} g "‘ '.L.""‘”(" V ;‘\ “*".ug’ 0 %’1 s ;‘}%
I S T s i U i I LY ¢ X
Y o l 4 h» { ’ 0 o:’~
- Bl ! i} \ : :/ “ 21 !.g:’ 53
60 - ’ ¢ T { l .‘ J T
i Y. e’ 20 - Qg 4 . ~
—80 - . . . - ' . . ' . ' . . . ' . | | | .
~80 -60 -40 -20 O 20 40 60 —40 -20 0 20 40 20 -10 0 10 20

On ne peut pas interpréter les distances entre clusters (structure global%
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t-SNE repose sur plusieurs opérations a complexité quadratigue O(n2): t-SNE n’est pas adapté pour des
grands datasets. La complexité du calcul de la matrice des distances est O(dn?2).

t-SNE est sensible au bruit: si la dimension est tres grande, il est préférable d’utiliser d’abord une PCA
pour la réduire (a k < 1000) avant de la reduire a 2 avec t-SNE.
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Meéethode

PCA

Classical MDS

Metric MDS

Isomap

SNE

t-SNE

INSEA

Manifold

Linéaire

Linéaire

Non-Linéaire

Non-Linéaire

Non-Linéaire

Non-Linéaire

Préserve

Structure Globale

Structure Globale

Structure Globale

Structure Globale

Structure Locale

Structure Locale

Colt de calcul

O(d?d)

O(n3)

O(n_iter x n2)

O(n3)

O(n_iter x n2)

O(n_iter x n2)

Année de publication

1901 (K. Pearson)

1952 (W.S. Torgerson)

1964 (Joseph B. Kruskal)

2000 (J.B. Tenenbaum et al.)

2002 (G. Hinton et al.)

2008 (van der Marteen et al.)

Une méthode préeservant a la fois la structure locale et globale ?

Non-Linéaire

Locale et globale O(n log n + n x n_iter)

30
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Une méthode préservant a la fois la structure locale et globale ?

m Non-Linéaire Locale et globale O(n log n) 2018 (Leland Mclnnes et al.)

UMAP: Uniform Manifold Approximation and Projection

Crée une approximation d’un graphe par voisins pour modéeliser le manifold (comme
Isomap) pour prendre en considération la structure globale.

Mais ne calcule pas les distances géodesiques: utilise le graphe pour modéliser les
distributions des voisins (comme t-SNE) pour prendre en compte la structure locale.

Aussi / plus performant que t-SNE + plus rapide

Non inclus dans scikit-learn, package indépendant: pip install umap-learn
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Quelles sont les differences fondamentales entre :

MDS lsomap t-SNE UMAP
non-linéaire Pas de transformation générale
et
PCA
Lineaire Apprend une transformation générale

— .
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Visualisations des données digits

lsomap (4s)

t-SNE (295s)

40 -

20 -

—20 1

—40 -

»

"wu-
& o

—20

(TP cet apres-midi)

30 -
100 -
20 -
75 -
10 - 50 -
25 -
0..
0-
_10-
-25
—20 - —50
e —75
-30 -20 -10 0O 10 20 30 —100 —50 0 50 100
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UMAP (5s)

20 -

15 -

10 -

!0
."l‘ g
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