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Chapitre II: Analyse en composantes principales (PCA)
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Motivation
On observe les données de “ratings” des articles sur Amazon par les acheteurs:

Customer Product 1 Product 2 . . . Product d

Customer 1 4.5 3.0 . . . 5.0

Customer 2 3.5 4.0 . . . 2.5

Customer 3 5.0 2.5 . . . 4.0

...
...

...
...

...

Customer n 4.0 4.5 . . . 3.5

Table 1: Customer ratings for Amazon products

<latexit sha1_base64="aiv0FkEpXQBntt5Uf/VoX0661eY="></latexit>

Rappel:
Une observation:  une ligne de la base données

Une variable (feature): une colonne de la base de données

On observe n échantillons (observations) de d variables aléatoires.

<latexit sha1_base64="Wb4d7Z7+CLeo2ViHlr8B4cm1rdA="></latexit>

Ou encore: on observe n échantillons d’un vecteur aléatoire de dimension d.

<latexit sha1_base64="CCqnGNOFzdifk+7+36LwxlW6qcM="></latexit>



4

Motivation
On observe les données de “ratings” des articles sur Amazon par les acheteurs:

Customer Product 1 Product 2 . . . Product d

Customer 1 4.5 3.0 . . . 5.0

Customer 2 3.5 4.0 . . . 2.5

Customer 3 5.0 2.5 . . . 4.0

...
...

...
...

...

Customer n 4.0 4.5 . . . 3.5

Table 1: Customer ratings for Amazon products

<latexit sha1_base64="aiv0FkEpXQBntt5Uf/VoX0661eY="></latexit>

Objectifs: étudier les éventuels “profils” de consommateurs 

Existe-t-il des sous-groupes de consommateurs similaires qui diffèrent selon:
1. Le type de produits achetés (Mobilier, Tech, Hygiène, Habits…)

2. Leur niveau de satisfaction

3. Leur niveau de satisfaction selon le type de produits achetés
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Motivation

On peut commencer par visualiser les distributions univariées des variables:

1. Ne permet pas de voir les interactions entre les variables

2. Infaisable avec un grand nombre de variables 
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Rappels Variables aléatoires

Étudier son signe. Comment peut-on l’interpréter ? 

Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. On définit leur covariance par:

Cov(X1, X2)
def
= E((X1 � E(X1))(X2 � E(X2)))

<latexit sha1_base64="1sL6B679F672iNNCPDuLvAsqxh8="></latexit>

= E(Xc
1X

c
2)

<latexit sha1_base64="pcH3QiK3MUZzgZ1r5SsOatGYO60="></latexit>

Espérance du produit des variables centrées

Covariance positive Covariance négative Covariance nulle

Qu’en est-il de son amplitude ? Non bornée !
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Rappels Variables aléatoires
Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. On définit leur covariance par:

Cov(X1, X2)
def
= E((X1 � E(X1))(X2 � E(X2)))

<latexit sha1_base64="1sL6B679F672iNNCPDuLvAsqxh8="></latexit>

= E(Xc
1X

c
2)

<latexit sha1_base64="pcH3QiK3MUZzgZ1r5SsOatGYO60="></latexit>

Espérance du produit des variables centrées

Qu’en est-il de son amplitude ? Non bornée !

Mais: Cov(X1, X1) = V(X1) et on peut démontrer que:

<latexit sha1_base64="GbfGpryp6pQnGjQy1PBs+GVbG8k="></latexit>

|Cov(X1, X2)| 
p

V(X1)V(X2)

<latexit sha1_base64="Fg0pF0LiIGpzcBSKeexXRiE94sU="></latexit>

⇢X1X2

def
=

Cov(X1, X2)p
Var(X1)Var(X2)

.

<latexit sha1_base64="zVsVWOVvJVB7qnljC6nSKdVMu2k="></latexit>

On définit le coe�cient de corrélation ⇢ 2 [�1, 1]:

<latexit sha1_base64="bZOkgOMTv6hdfwkUvG5+yvVTK5I="></latexit>

Cov définit un produit scalaire, 
ceci découle de l’inégalité de  

Cauchy-schwarz.

comment ?
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Rappels Variables aléatoires
Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. On définit leur covariance par:

Cov(X1, X2)
def
= E((X1 � E(X1))(X2 � E(X2)))

<latexit sha1_base64="1sL6B679F672iNNCPDuLvAsqxh8="></latexit>

= E(Xc
1X

c
2)

<latexit sha1_base64="pcH3QiK3MUZzgZ1r5SsOatGYO60="></latexit>

Espérance du produit des variables centrées

⇢X1X2

def
=

Cov(X1, X2)p
Var(X1)Var(X2)

.

<latexit sha1_base64="zVsVWOVvJVB7qnljC6nSKdVMu2k="></latexit>

On définit le coe�cient de corrélation ⇢ 2 [�1, 1]:

<latexit sha1_base64="bZOkgOMTv6hdfwkUvG5+yvVTK5I="></latexit>

⇢ = 0.8

<latexit sha1_base64="h9MwzkhEbp8ZJZpPqAmcMKisRF0="></latexit>

⇢ = �0.8

<latexit sha1_base64="tA08LtxStAFvaIyumNk/EXhEVRI="></latexit>

⇢ = 0

<latexit sha1_base64="Shd1lvRxj3JoRjKWLU8slagDMqo="></latexit>

Pouvez-vous imaginer 
d’autres nuages 2D avec une 

corrélation ~ 0 ?

⇢ = 0

<latexit sha1_base64="Shd1lvRxj3JoRjKWLU8slagDMqo="></latexit>
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Rappels Variables aléatoires
Soit X1 et X2 deux variables aléatoires. On définit leur covariance par:

Cov(X1, X2)
def
= E((X1 � E(X1))(X2 � E(X2)))

<latexit sha1_base64="1sL6B679F672iNNCPDuLvAsqxh8="></latexit>

Si X1 et X2 sont indépendantes alors Cov(X1, X2) = ⇢X1,X2 = 0.

<latexit sha1_base64="aUu5UpvjIuILp25My67KCs3NEHI="></latexit>

?

Qu’en est-il de la réciproque ? Que peut-on dire si la covariance est nulle ?

⇢ = 0

<latexit sha1_base64="Shd1lvRxj3JoRjKWLU8slagDMqo="></latexit>

Contre-exemple:
X1 ⇠ U(�1, 0, 1) et X2 = X2

1 .

<latexit sha1_base64="IRAhEHGREIwNyULZxbBRPxCQKFY="></latexit>

Dépendance sinusoïdale 

Contre-exemple:
X1 ⇠ U(�1, 0, 1) et X2 = X2

1 .

<latexit sha1_base64="IRAhEHGREIwNyULZxbBRPxCQKFY="></latexit>

Ou bien X1 ⇠ N (0, 1) et X2 = X2
1 .

<latexit sha1_base64="Bxc6hqgErcJLfy4YS3NXAUEHIEM="></latexit>

Dépendance quadratique

Pour quelles dépendances la corrélation est elle égale à -1 ou 1 ?
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On visualise les distributions “jointes” des variables avec des scatter plots + corrélations:

1. Pas de clusters, corrélations très petites …

2. On a d (d-1) / 2 paires …

Il faut étudier toutes les 
variables en même temps !

Rappels Variables aléatoires
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Ou encore: on observe n échantillons d’un vecteur aléatoire de dimension d.

<latexit sha1_base64="CCqnGNOFzdifk+7+36LwxlW6qcM="></latexit>

Son espérance est donnée par un vecteur dans Rd:

<latexit sha1_base64="o8cCozBcn8XaRfQCQUdgu7PI+dk="></latexit>

E(X) = (E(X1), . . . ,E(Xd))
> =

R
xf(x)dx =

0

B@

R
x1f(x)dx

...R
xdf(x)dx

1

CA

<latexit sha1_base64="zZiLKGOTn+DloTlRSVHZ0PbIGlE="></latexit>

On le note en gras X = (X1, . . . , Xd)
>
.

<latexit sha1_base64="p0q/xmDpi5vaLwlm5PX1Fom+fnk="></latexit>

Et sa variance est donnée par une matrice dans Sd:

<latexit sha1_base64="BnR1/AjfliGMHaRc7+pWF5CJ9zY="></latexit>

V(X) =

0

B@
V(X1) · · · Cov(X1, Xd)

...
. . .

...
Cov(Xd, X1) · · · V(Xd)

1

CA .

<latexit sha1_base64="paD18R+LULdendpJ7z2qHax3xIc="></latexit>

=

0

B@
E[(X1 � E(X1))2] · · · E[(X1 � E(X1))(Xd � E(Xd))]

...
. . .

...
E[(Xd � E(Xd))(X1 � E(X1))] · · · E[(Xd � E(Xd))2]

1

CA .

<latexit sha1_base64="iVBrJ5781sGE/mbrCNSgsPVBPiA="></latexit>

Écrire cette matrice comme une espérance en fonction du vecteur X et E(X).

<latexit sha1_base64="4tgpuGHelmuINZgLib2tyHHG+GI="></latexit>

À ne pas confondre avec la matrice des observations X 2 Rn⇥d !

<latexit sha1_base64="3SVaohAhaldx+20rgt2bBSt2ivk="></latexit>

À ne pas confondre avec la matrice des observations X 2 Rn⇥d !

<latexit sha1_base64="3SVaohAhaldx+20rgt2bBSt2ivk="></latexit>

Vecteurs aléatoiresRappels
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=

0

B@
E[(X1 � E(X1))2] · · · E[(X1 � E(X1))(Xd � E(Xd))]

...
. . .

...
E[(Xd � E(Xd))(X1 � E(X1))] · · · E[(Xd � E(Xd))2]

1

CA .

<latexit sha1_base64="iVBrJ5781sGE/mbrCNSgsPVBPiA="></latexit>

Et sa variance est donnée par une matrice dans Sd:

<latexit sha1_base64="BnR1/AjfliGMHaRc7+pWF5CJ9zY="></latexit>

V(X) =

0

B@
V(X1) · · · Cov(X1, Xd)

...
. . .

...
Cov(Xd, X1) · · · V(Xd)

1

CA .

<latexit sha1_base64="paD18R+LULdendpJ7z2qHax3xIc="></latexit>

= E

0

B@
(X1 � E(X1))2 · · · (X1 � E(X1))(Xd � E(Xd))

...
. . .

...
(Xd � E(Xd))(X1 � E(X1)) · · · (Xd � E(Xd))2

1

CA .

<latexit sha1_base64="IBffOrf6WolH3hPnag4dnCkpM+U="></latexit>

= E

2

64

0

B@
X1 � E(X1)

...
Xd � E(Xd)

1

CA
⇥
X1 � E(X1) · · · Xd � E(Xd)

⇤
3

75

<latexit sha1_base64="MMygzLLYABBeICWDhR8a+yaBjAw="></latexit>

= E((X� E(X))(X� E(X))>)

<latexit sha1_base64="N1ywN1iTiPbtovLjnmXuOYZF4/g="></latexit>

Comment estimer ces quantités théoriques (E(X) et V(X)) avec la matrice des données X 2 Rn⇥d ?

<latexit sha1_base64="XeaV1GUBakPl7aw0IkgabLKHeTQ="></latexit>

Vecteurs aléatoiresRappels
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On considère n observations x1, . . . ,xn 2 Rd
du vecteur aléatoire X données par les lignes de la matrice X

<latexit sha1_base64="onyK0MiZ/UlnNHKUk2NWArt7ZJE="></latexit>

L’estimateur empirique de E(X) est donné par la moyenne empirique: x̄ = 1
n

Pn
i=1 xi

<latexit sha1_base64="fg8EZQQevWzt3J7O5MIRCoBjDc4="></latexit>

L’estimateur empirique de V(X) = E((X� E(X))(X� E(X))>) est donné par: ⌃̂ = 1
n

Pn
i=1(xi � x̄)(xi � x̄)>

<latexit sha1_base64="RrbZDKifFD6MKOpBpFRMCQx+wR0="></latexit>

Avec nos données on trouve:

L’utilité de cette 
matrice sera plus 
claire dans 
quelques slides. 

Pour ne jamais se tromper: se rappeler que la matrice de covariance donne 
les interactions entre toutes les d variables: elle doit être (d x d)

Montrez que ⌃̂ = 1
n (X

>X� nx̄x̄>).

<latexit sha1_base64="6KmZlhJWiRF3RokqNyaqh5/rJYk="></latexit>

Écrire la matrice des données X en fonction des xi.

<latexit sha1_base64="R9FfcJgw0r5VOUo5D8sjUc3ySOQ="></latexit>

Remarquez les positions différentes de la transposée !

Vecteurs aléatoiresRappels
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Projection en faible dimension

1. L’étude univariée est limitée (ne prend pas en compte les corrélations)


2. Toute visualisation utile des données est limitée en 2D (voire 3D).


3. L’étude bi-variée est infaisable en grande dimension et ne prend pas en compte toute la matrice de 
covariance

Quelle est “la meilleure” visualisation en 2D/3D des données ? 

Données en dimension d Projection en 2D

Idée: choisir le “meilleur” sous-espace vectoriel sur lequel on projette les données
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Commençons par des exemples visuels en deux dimensions, projetée sur une dimension i.e une droite.

Quel est le meilleur sous-espace 
vectoriel de dimension 1 sur lequel on 

doit projeter les données ? 

Projection en faible dimension Exemple 2D en 1D
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Commençons par des exemples visuels en deux dimensions, projetée sur une dimension i.e une droite.

Quel est le meilleur sous-espace 
vectoriel de dimension 1 sur lequel on 

doit projeter les données ? 

?

Quel est le problème avec cette projection ?
La droite ne passe pas par l’origine: ce n’est pas un sous-espace vectoriel !

Le meilleur sous-e.v est donné par la droite:

Comment peut-on résoudre 
ce problème ?

En centrant les données avant la projection

Projection en faible dimension Exemple 2D en 1D



X

<latexit sha1_base64="oIduAr8uvqdrnYnvf8LxcJDppBw="></latexit>
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En centrant les données avant la projection:

x̄

<latexit sha1_base64="7pIqmWxPVodvZSLzCw5ammHqV9Y="></latexit>

X� x̄

<latexit sha1_base64="G+L9JwAvu+Wfnkip5G0Yn/NhHwg="></latexit>

P(X� x̄)

<latexit sha1_base64="Z/W+lAb7K99yWF3eimSZ6MdhTaY="></latexit>

Passons à présent l’analyse théorique (TD 1).

Projection en faible dimension Exemple 2D en 1D



Analyse en composantes principales introduite gentiment
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Dans le TD 1, nous avons établi le résultat suivant:

Soit X un vecteur aléatoire réel en dimension d tel que E(X) = 0.

<latexit sha1_base64="SIXR9F8qu49t07HbEU2dJV0g144="></latexit>

On note X 2 Rn⇥d
la matrice dont les lignes sont les observations:

<latexit sha1_base64="S6fQbzhdl9PlMlfB2M3yCDF0V9s="></latexit>

Ainsi, la matrice des données est: X =

0

B@
x>
1
...

x>
n

1

CA 2 Rn⇥d

<latexit sha1_base64="5Pwcs/qUEi5MeRQUc28K9S+ap0U="></latexit>

La matrice de covariance empirique est donnée par ⌃ = 1
nX

>X.

<latexit sha1_base64="pddDXxPG+mHsHxlCsNlxU8+AMlA=">AAAS93ichZjrbts2FICZXTvvlmY/hwHq3AIFlnq222IXIEBr5+I0NzdXp5ETUBJta5ZElaKdeISeZf+G/d3j7BH2FjvUhbJkKzNgWvrOOTokj8hzaMN37IDX6/+sfPDhRx9/8umDzyqff/HlV1+vPlw7D+iEmeTMpA5lPQMHxLE9csZt7pCezwh2DYdcGOO2lF9MCQts6p3ymU/6Lh569sA2MQdEVzHaRxhpyIWWI4ZsZCIC91 </latexit>

⌃ = P⇤P>

<latexit sha1_base64="jzMvnmhBkgirBS4ai1tSmyxEono="></latexit>

⌃ est symétrique: par le théorème spectral, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale ⇤ telles que:

<latexit sha1_base64="b04rBNFNTcq2zxaN2DtoHMYXMu8=">AAATWXichZjrbts2FICV7tZ5t7T5OQxQ5wUYsNSz3RbbCgRo7VycJmlc597YCSiJtjVTokrSSTxCL7Cfe5L93d5k2Atsb7FDXWhLtjIDkajvnMND8og8R7EC4nJRrf61dO+99z/48KP7H5c++fSzz79YfvDwhNMxs/GxTQllZxbimLg+PhauIPgsYBh5FsGn1qip5KfXmHGX+kdiEuCehwa+23dtJADR5d+Mb4yucWi4xsDwDA </latexit>

Les colonnes pi de P correspondent aux vecteurs propres de ⌃. On suppose que �1 � · · · � �d

<latexit sha1_base64="KwnP2hEfuXR5OUp+WEOcximFqBY="></latexit>

Alors, la meilleure projection orthogonale “moyenne” sur un sous-espace de dimension k définie par:

<latexit sha1_base64="kIVtlZNIn0DICIoipGKBNORHDdI="></latexit>

min
E

dim(E)=k

1

n

nX

i=1

kxi � projE(xi)k2

<latexit sha1_base64="VJPyXdFenCPbjE69Hcgne+ZoVxc="></latexit>

est donnée par E = Vect(p1, . . . ,pk). Posons Pk =
⇥
p1 . . . pk

⇤
= P [:, : k] 2 Rd⇥k alors:

<latexit sha1_base64="2zxqa0DvIvGu73wDEUhCQT9M9nw="></latexit>

Les projections des xi sur E sont données par les lignes de la matrice: XPk 2 Rn⇥k.

<latexit sha1_base64="awA35pww7tLjhSBMr4WHPzAxguo="></latexit>

Projection en faible dimension Principal components analysis
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Dans le TD 1, nous avons établi le résultat suivant:

Soit X un vecteur aléatoire réel en dimension d tel que E(X) = 0.

<latexit sha1_base64="SIXR9F8qu49t07HbEU2dJV0g144="></latexit>

Alors, la meilleure projection orthogonale “moyenne” sur un sous-espace de dimension k définie par:

<latexit sha1_base64="kIVtlZNIn0DICIoipGKBNORHDdI="></latexit>

est donnée par E = Vect(p1, . . . ,pk). Posons Pk =
⇥
p1 . . . pk

⇤
= P [:, : k] 2 Rd⇥k alors:

<latexit sha1_base64="2zxqa0DvIvGu73wDEUhCQT9M9nw="></latexit>

min
E

dim(E)=k

E
�
kX� projE(X)k2

�

<latexit sha1_base64="u/KP6C6/1pZ7kZX1ePpOBUr5GrY="></latexit>

Où les p1, . . . ,pd sont les vecteurs propres de V(X) dans l’ordre décroissant des valeurs propres.

<latexit sha1_base64="oa3ZymCr9dtDrnxfWWpFwnOv95o="></latexit>

V(X) est symétrique: par le théorème spectral, il existe P 2 Rd⇥d orthogonale et ⇤ = diag(�1, . . . ,�d) telles que:

<latexit sha1_base64="36R0R7QVIDNtFMAb5xFRE4lrYiE="></latexit>

V(X) = P⇤P>

<latexit sha1_base64="GJzYmLYLNc4795Kw6M9FTF2miXc="></latexit>

Les vecteurs propres pi sont les colonnes de P avec �1 � · · · � �d

<latexit sha1_base64="r+Gyjuq52554uTjBGfxEBL8ZIgA="></latexit>

Et la projection de X est donnée par: projE(X) = P[:, : k]>X 2 Rk

<latexit sha1_base64="XkiNuipglPgtQ0RorhryzZ8n7gM="></latexit>

Et V(projE(X)) = diag(�1, . . . ,�k)

<latexit sha1_base64="Kq69ugf5yVlQAjSfIkefRYDWmG8="></latexit>

Projection en faible dimension Principal components analysis



1. En pratique, on estime P en diagonalisation la covariance empirique 1
nX

>X.

2. Le nouveau vecteur projeté en dimension k donné par P>[:, : k]X

3. La PCA est donc une transformation linéaire

4. Ce nouveau vecteur a une covariance diagonale diag(�1, . . . ,�k): la PCA donne de nouvelles variables non corrélées.

5. La variance totale des données (somme des variance de chaque dimension) est donnée par
Pd

i=1 �i

6. La variance totale des données projetées est
Pk

i=1 �i.

7. Le pourcentage de variance retenu par l’axe principal j est donc �jPd
i=1 �i

8. Plus ce pourcentage est élevé, plus cet axe principal est relativement important

9. La PCA peut également être définie par la projection maximisant la variance

10. Il ne faut pas oublier que les vecteurs propres sont des combinaisons linéaires des colonnes de X: les nouveaux axes
principaux sont donc des combinaisons linéaires des variables d’origine.

<latexit sha1_base64="VZ4YUuhwY2j+rRDg7/k+eadJVAA=">AAAbFnicrVjdbtvIFZ7dbtu1+5e0dy4KcOsEzaKKamk3aGvAwEayY3sdx4pjx/ZassGfkcyI5DDDkWyV4Hv0aXpX9La3fYT0KXrmkBxySNFb7K4BkTPfOWfO35wzQ1uh50ZiY+M/H338o09+/JOffrqy+rOf/+KXv3rw8NdvIzbjNj21mcf4uWVG1HMDeipc4dHzkFPTtzx6Zk37kn42pzxyWXAiFiEd+eYkcMeubQqA2MNPQj </latexit>

Remarques:

20

1. En pratique, on estime P en diagonalisation la covariance empirique 1
nX

>X.

2. Le nouveau vecteur projeté en dimension k donné par P>[:, : k]X

3. La PCA est donc une transformation linéaire

4. Ce nouveau vecteur a une covariance diagonale diag(�1, . . . ,�k): la PCA donne de nouvelles variables non corrélées.

5. La variance totale des données (somme des variance de chaque dimension) est donnée par
Pd

i=1 �i

6. La variance totale des données projetées est
Pk

i=1 �i.

7. Le pourcentage de variance retenu par l’axe principal j est donc �jPd
i=1 �i

8. Plus ce pourcentage est élevé, plus cet axe principal est relativement important

9. La PCA peut également être définie par la projection maximisant la variance

10. Il ne faut pas oublier que les vecteurs propres sont des combinaisons linéaires des colonnes de X: les nouveaux axes
principaux sont donc des combinaisons linéaires des variables d’origine.

<latexit sha1_base64="VZ4YUuhwY2j+rRDg7/k+eadJVAA=">AAAbFnicrVjdbtvIFZ7dbtu1+5e0dy4KcOsEzaKKamk3aGvAwEayY3sdx4pjx/ZassGfkcyI5DDDkWyV4Hv0aXpX9La3fYT0KXrmkBxySNFb7K4BkTPfOWfO35wzQ1uh50ZiY+M/H338o09+/JOffrqy+rOf/+KXv3rw8NdvIzbjNj21mcf4uWVG1HMDeipc4dHzkFPTtzx6Zk37kn42pzxyWXAiFiEd+eYkcMeubQqA2MNPQj </latexit>

1. En pratique, on estime P en diagonalisation la covariance empirique 1
nX

>X.

2. Le nouveau vecteur projeté en dimension k donné par P>[:, : k]X

3. La PCA est donc une transformation linéaire

4. Ce nouveau vecteur a une covariance diagonale diag(�1, . . . ,�k): la PCA donne de nouvelles variables non corrélées.

5. La variance totale des données (somme des variance de chaque dimension) est donnée par
Pd

i=1 �i

6. La variance totale des données projetées est
Pk

i=1 �i.

7. Le pourcentage de variance retenu par l’axe principal j est donc �jPd
i=1 �i

8. Plus ce pourcentage est élevé, plus cet axe principal est relativement important

9. La PCA peut également être définie par la projection maximisant la variance

10. Il ne faut pas oublier que les vecteurs propres sont des combinaisons linéaires des colonnes de X: les nouveaux axes
principaux sont donc des combinaisons linéaires des variables d’origine.
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3. La PCA est donc une transformation linéaire
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3. La PCA est donc une transformation linéaire
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8. Plus ce pourcentage est élevé, plus cet axe principal est relativement important

9. La PCA peut également être définie par la projection maximisant la variance

10. Il ne faut pas oublier que les vecteurs propres sont des combinaisons linéaires des colonnes de X: les nouveaux axes
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Projection en faible dimension Principal components analysis
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Principal components analysis Cas d’usage

1. Projeter en dimension 2 pour visualiser
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Exemple: données “ratings” des produits par des clients

Customer Product 1 Product 2 . . . Product d

Customer 1 4.5 3.0 . . . 5.0

Customer 2 3.5 4.0 . . . 2.5

Customer 3 5.0 2.5 . . . 4.0

...
...

...
...

...

Customer n 4.0 4.5 . . . 3.5

Table 1: Customer ratings for Amazon products

<latexit sha1_base64="aiv0FkEpXQBntt5Uf/VoX0661eY="></latexit>

ici: n = 1000 et d = 200

<latexit sha1_base64="veH0byhWcm08TgvYXQbnelr9REw="></latexit>

Pourquoi faire ? Visualiser

1. Projeter en dimension 2 pour visualiser
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Données “ratings” des produits par des clients

En tant que data scientist, que 
pouvez-vous dire ?

1. Il existe en moins 4 groupes de 
clients différents


2. Les deux axes principaux 
expliquent 16% de la variance 
totale des données.


3. La PCA est une transformation 
linéaire et elle a permis de 
détecter les “clusters”: les 
données sont donc plus ou moins 
“simples”

Pourquoi faire ? Visualiser
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Principal components analysis Cas d’usage

1. Projeter en dimension 2 pour visualiser

2. Préparer les données pour un modèle statistique / ML qui vérifie l’une des deux 
conditions:  

1. nécessite des variables non-corrélées


2. n’est pas adapté pour une très grande dimension
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La raison principale:
“Curse of dimensionality”


“La malédiction de la dimension”

Pourquoi faire ? Réduire la dimension

En Machine learning, on utilise la PCA très souvent pour réduire la dimension

par exemple de 1000 / 5000 / 10000 à 50 / 100 / 200 



What is the “curse” of high dimension ?
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Grande dimension The curse

On veut “reconnaître” la distribution uniforme sur la boule unité de norme infinie:

Plus la dimension augmente plus on a besoin d’exponentiellement plus d’observations pour “caractériser” les distributions
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Grande dimension The curse

La grande dimension est contre-intuitive

Quel est son volume ?

Boule de rayon r: B(r) = {x 2 Rd, kxk2  r}

<latexit sha1_base64="ZyW2K6AK++nUlUl36kEpgyQpkWI="></latexit>

V (r)
def
=

Z

B(r)
dx =

⇡
d
2

�(d2 + 1)
rd

<latexit sha1_base64="xi4b0S2HeakW47lhoFCu25BUIRs="></latexit>

V (r)
def
=

Z

B(r)
dx =

⇡
d
2

�(d2 + 1)
rd

<latexit sha1_base64="xi4b0S2HeakW47lhoFCu25BUIRs="></latexit>

?

Comment évolue-t-il en grande dimension ?
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Grande dimension The curse

La majorité du volume d’une sphère en grande dimension est dans les bords !

V (r) =
⇡

d
2

�(d2 + 1)
rd

<latexit sha1_base64="2wlJUVY/tYkJZymw/B19IkWdxxo="></latexit>

Où se concentre le volume à l’intérieur de la sphère ? Au centre ou vers les bords ?

V (0.99r) =
⇡

d
2

�(d2 + 1)
(0.99r)d

<latexit sha1_base64="GbLF5gpJiJ7LoCvOu5DMsFCV0xE="></latexit>

V (0.99r)

V (r)
= 0.99d

d!+1! 0

<latexit sha1_base64="dvq/rabn/GnXum9TS5cXSeF8NY8="></latexit>

Volume de la sphère à l’intérieur avec un rayon = 99% x r:
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Grande dimension The curse

15cm

Quelle est le pourcentage de la partie centrale d’une pizza ?

3cm
En terme de rayon: 12/15= 80%

En terme de surface:   122 /  152 = 64%π π



31

Grande dimension The curse

15cm

Volume de la partie rouge d’une pastèque ?

3cm

En terme de rayon: 12/15= 80%

En terme de volume:   4/3  123 / 4/3  153 = 51%π π
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Grande dimension The curse

Explication intuitive

Il faut que toutes les coordonnées soient dans [-0.9, 0.9]

qui tend exponentiellement vers 0

Chaque coordonnée       peut être tirée aléatoirement dans [-1, 1] indépendemment des autresxi

<latexit sha1_base64="C6L59uUqEnvnguGqSE+TWGnIMtc="></latexit>

On doit générer un vecteur                               uniformément dans l’hypercube [-1, 1]dx = (x1, . . . , xd)
>

<latexit sha1_base64="/6r7NEJWEEseb0X1D5SNs+rC6Dw="></latexit>

Quelle est la probabilité que      soit à l’intérieur de l’hypercube [-0.9, 0.9]d ?x

<latexit sha1_base64="iA/HfXAtk1yMLOFzT7wIOPr9yhs="></latexit>

P((x1, . . . , xd) 2 [�0.9, 0.9]d) =P(8 i xi 2 [�0.9, 0.9])

= P(x1 2 [�0.9, 0.9])d

=

✓
1.8

2

◆d

= 0.9d

<latexit sha1_base64="IWe6VdcwhCeRcfV6k9a9OlVRWmo="></latexit>

Pour que     soit sur la frontière, il suffit qu’une seule coordonnée soit 
assez grande en valeur absolue !

x

<latexit sha1_base64="iA/HfXAtk1yMLOFzT7wIOPr9yhs="></latexit>
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Grande dimension The curse

Avec C une constante  positive

Gaussienne en grande dimension

Soit X ⇠ N (0, Id). Alors:

<latexit sha1_base64="+CTWkf+m/G5wSoq3VHTN6qF8Boo="></latexit>

P
⇣
|kXk2 �

p
d| � t

⌘
 2e�Ct2

<latexit sha1_base64="fHZ/fx5KTFzsSUAOdZlixbyOhrU="></latexit>

Que peut-on en déduire ?

Concentration inequality

Proof can be found in https://www.math.uci.edu/~rvershyn/papers/HDP-book/HDP-2.pdf  section 3.3.3

https://www.math.uci.edu/~rvershyn/papers/HDP-book/HDP-2.pdf
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Grande dimension The curse

d = 2

Visualisations de nuages de points Gaussiens

“intuition” en grande dimension

Les distances entre deux points aléatoires augmente !

Comment se comporte la distance entre deux points aléatoires en grande dimension ?
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Grande dimension The curse

Les conséquences en grande dimension

1. La géométrie est “bizarre”, contre-intuitive

2. La Gaussienne se comporte comme une loi uniforme sur une sphère

3. Les distances ne sont plus efficaces pour établir une notion de 

proximité / voisinage

Plusieurs méthodes de machine learning sont basées sur des distances, par exemple:

k-NN, K-means, SVM…
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k-NN: K nearest neighbors

Nous avons les mesures de longueur et largeur de plusieurs voitures ainsi que leur marque. Nous avons 3 marques

di↵érentes. On note les mesures par xi 2 R2
et la marque par y 2 {0, 1, 2}.

<latexit sha1_base64="uohPr8zgRMnSXcpJBsWtFgmILG8="></latexit>

Les données pour lesquelles on a les labels sont dit des données d’entrainement. On les appelle Xtrain et ytrain.

<latexit sha1_base64="lNmbf9cnK22MYxA9YC47zpRHBMc="></latexit>

les yi sont appelés des labels ou des étiquettes.

<latexit sha1_base64="lfRiftgmf7v52fmlt7473Ip01oI="></latexit>

Rappels
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On a une nouvelle voiture dont on ne connait pas la marque:

k-NN: K nearest neighbors Rappels
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On cherche les 5 voitures qui lui ressemblent le plus: ses 5 plus proches voisins

k-NN: K nearest neighbors Rappels
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On effectue un vote majoritaire: C’est vert !

k-NN: K nearest neighbors Rappels
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Ce modèle est appelé: K Nearest Neighbors

Comment ce modèle peut-il être impacté par la grande dimension ?

k-NN: K nearest neighbors Rappels
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Comment choisit-on le nombre de composantes principales k ?

On identifie le point de 
changement de pente 

“scree” plot

Aussi appelée: “la règle du coude”

PCA pour la réduction de dimension
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Il est plus intuitif de visualiser la variance cumulée:

PCA pour la réduction de dimension

C
um

ul
at

ed Ici les 100 premiers axes 
principaux expliquent 93% 
de la variance


