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Introduction Exemple: Churn prediction

Un opérateur téléphonique a les données historiques sur ses clients.

Churn = 1:  client a annulé son abonnement

L’entreprise souhaite anticiper le “churn” avec un algorithme de prédiction.

Dependents TechSupport Contract InternetService Months MonthlyCharges Churn
0 1 0 1 12 75.65 0
1 0 0 0 24 89.50 0
0 0 0 1 6 65.25 1
0 1 1 0 48 35.30 ?
1 0 0 1 48 85.81 ?

<latexit sha1_base64="EpRZ1L2qpjQVEggmx1gF70pNIFI="></latexit>

Si elle prédit que le client A va résilier son abonnement dans un mois, elle peut:

1. Le contacter pour essayer de comprendre sa situation et lui faire changer d’avis


2. Le cibler avec des offres de promotion 
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Introduction Exemple: Churn prediction

On modélise cette base de données par des variables aléatoires

Dependents TechSupport Contract InternetService Months MonthlyCharges Churn
0 1 0 1 12 75.65 0
1 0 0 0 24 89.50 0
0 0 0 1 6 65.25 1
0 1 1 0 48 35.30 ?
1 0 0 1 48 85.81 ?

<latexit sha1_base64="EpRZ1L2qpjQVEggmx1gF70pNIFI="></latexit>

X1

<latexit sha1_base64="ZgSV1sOkpEhqMJ7L1fChwjs9PAg="></latexit>

X2

<latexit sha1_base64="iKKWBBrl0OHe7h+FhLTjMyKPnp4="></latexit>

X3

<latexit sha1_base64="TuWtky/NpBGRMnt6QNn7lch0F/s="></latexit>

X4

<latexit sha1_base64="Z+4C9Kx3OSNK+f1lIUtlaCbTrgk="></latexit>

X5

<latexit sha1_base64="ht9VUS2XNDrv4KfYtr+nfcLEIyg="></latexit>

X6

<latexit sha1_base64="AYtRphjjVYvkJo6OtnnHdw9bCxs="></latexit>

X = (X1, . . . ,X6) ! y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="scautMUytv5QTsnQN5BhTrhXc0o="></latexit>

On cherche une fonction f : R6 ! {0, 1} telle que:

<latexit sha1_base64="nQ3uOnyuNCB3A9JHnAaPNU9hoo8="></latexit>

f(X) = y

<latexit sha1_base64="lFtynGgMnElU9OExbJDC0rWNVXQ="></latexit>

y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="6jB8zd7mi1t3f6mDXt5KaDNad5U="></latexit>

v.a discrète:  Problème de classificationIci:

y 2 R

<latexit sha1_base64="CpNdKDI8tyfmIZGC14TJ+kPAmMA="></latexit>

v.a continue:  Problème de régressionEn revanche, si on avait:

On veut utiliser le vecteur aléatoire                                  pour prédire le X = (X1, . . . ,X6) ! y 2 {0, 1}

<latexit sha1_base64="scautMUytv5QTsnQN5BhTrhXc0o="></latexit>

X = (X1, . . . ,X6)>

<latexit sha1_base64="kJQKsvYDUXQYUZSDNPjb34q+/GA="></latexit>
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Introduction Apprentissage supervisé

f(X) = y

<latexit sha1_base64="lFtynGgMnElU9OExbJDC0rWNVXQ="></latexit>

On cherche une fonction f : Rd ! Y telle que:

<latexit sha1_base64="eimfAg6cg9P3iIQ0vkzycO8lZ7s="></latexit>

L’ensemble Y peut être fini (ex. {0, 1} – classification) ou infini (ex. R – régression)

<latexit sha1_base64="KKbWDjuHniw+tg8vwkBaIpbclXI="></latexit>

On note l’écart entre la prédiction f(X) et les vrais labels y par L(f(X), y)

<latexit sha1_base64="VFb6Fin13pTAK36kqXkINDEPrZY="></latexit>

L est appelée: fonction de perte – loss function

<latexit sha1_base64="LWNnVvRofytOOGYI0tjQJ7Re34Y="></latexit>

Y = R

<latexit sha1_base64="j0D2WiO1v4El0oPAlST4K3NamPY="></latexit>

Exemples:

<latexit sha1_base64="FwxtklApvTgkjNtTZjIJHiExsX8="></latexit>

L(f(X), y) = (f(X)� y)2

<latexit sha1_base64="C1TzfzbB7rL22mjB27xX+564oCc="></latexit>

Squared loss

L(f(X), y) = |f(X)� y|

<latexit sha1_base64="4ugzZIocAdJ6W9zzvsFjZJ/4KgY="></latexit>

Absolute loss

L(f(X), y) = 1(f(X) 6= y)

<latexit sha1_base64="HjKrv0B/QiYx4TidQNDLEfV2pYc="></latexit>

Y = {0, 1}

<latexit sha1_base64="ZvPK4DwVmmxEqCVvnnsLvAoRdLk="></latexit>

0-1 loss

Soit X un vecteur aléatoire dans Rd

<latexit sha1_base64="mk0n7j7hR0m+4gJO71mUqMW8nvo="></latexit>

Soit y une variable aléatoire dans Y

<latexit sha1_base64="LmHp2vTKWkToCAytLgUwWIsRdKY="></latexit>
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Introduction Apprentissage supervisé

min
f2F

E(L(f(X), y))

<latexit sha1_base64="yWfj80h3uuqVkNp5dgk3ByCTuJ0="></latexit>

Expected Risk Minimization

Or X et y sont des variables aléatoires, on minimise alors:

<latexit sha1_base64="6KaRpO4HPQfOy2dSs2aPiJJA7OU="></latexit>

Soit F l’ensemble des fonctions Rd ! Y

<latexit sha1_base64="1gSO7wMQCV06FqbPVWa8e4K6L/I="></latexit>

On veut une fonction f 2 F qui minimise la perte L(f(X), y)

<latexit sha1_base64="gme2MUwVCmbSF7nyDSAUBFF8vmo="></latexit>
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Introduction Apprentissage supervisé

Que doit-on faire pour résoudre ce problème ?

min
f2F

E(L(f(X), y))

<latexit sha1_base64="yWfj80h3uuqVkNp5dgk3ByCTuJ0="></latexit>

Expected Risk Minimization

1. Prendre f dans un sous-ensemble H ⇢ F de dimension finie

2. Avoir des observations i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn) ⇠ P(X, Y )

3. Minimiser le risque empirique minf2H
1
n

Pn
i=1(L(f(xi), yi))

avec un algorithme d’optimisation

<latexit sha1_base64="XwW/cuYphb30vnLS7ne5Tk8lL+4="></latexit>

1. Prendre f dans un sous-ensemble H ⇢ F de dimension finie

2. Avoir des observations i.i.d (x1, y1), . . . , (xn, yn) ⇠ P(X, Y )

3. Minimiser le risque empirique minf2H
1
n

Pn
i=1(L(f(xi), yi))

avec un algorithme d’optimisation

<latexit sha1_base64="XwW/cuYphb30vnLS7ne5Tk8lL+4="></latexit>

1. Modélisation 2. Approximation statistique 3. Optimisation numérique
Comment choisir H ?

<latexit sha1_base64="+kiI9mFozJLeF0h2vdRWjYymX/E="></latexit>

Comment choisir L ?

<latexit sha1_base64="3ycxLKffhA2bjwJYu4PqfACEppQ="></latexit>

Les observations sont-elles i.i.d ?

<latexit sha1_base64="IJw5lt20IftVYHPJbi8nJjjXApY="></latexit>

n est-il assez grand ?

<latexit sha1_base64="/Sh8j4dzSAhaNKjrILjFj4qdtC0="></latexit>

La solution existe ? est unique ?

<latexit sha1_base64="SAalADE55ldJkjuX5sastN42QxM="></latexit>

Quel algorithme d’optimisation ?

<latexit sha1_base64="MI0k5X1Flxl+cpJdT/0Tby6lqWc="></latexit>

1. Prendre f dans un sous-ensemble H ⇢ F de dimension finie

2. Avoir des observations (x1, y1), . . . , (xn, yn) ⇠ P(X, Y )

3. Minimiser le risque empirique minf2H
1
n

Pn
i=1(L(f(xi), yi))

avec un algorithme d’optimisation

<latexit sha1_base64="U4XR2G1VLSparTUqo5Y6T5633KA="></latexit>
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1. Modélisation Comment choisir H ?

<latexit sha1_base64="+kiI9mFozJLeF0h2vdRWjYymX/E="></latexit>

Comment choisir H ?

Churn = 1:  client a annulé son abonnement

L’entreprise souhaite anticiper le “churn” avec un algorithme de prédiction.

Dependents TechSupport Contract InternetService Months MonthlyCharges Churn
0 1 0 1 12 75.65 0
1 0 0 0 24 89.50 0
0 0 0 1 6 65.25 1
0 1 1 0 48 35.30 ?
1 0 0 1 48 85.81 ?

<latexit sha1_base64="EpRZ1L2qpjQVEggmx1gF70pNIFI="></latexit>

La fonction de prédiction f doit donner 1 ou 0, on considère alors des fonctions de type: 

f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

On ne peut pas chercher g dans la totalité de l’espace des fonctions (dimension infinie), il 
faut paramétriser g 

Apprentissage supervisé
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On considère une seule variable “x = Months” qui donne la durée du contrat:

Proposer une fonction g simple telle que f distingue au mieux les labels en moyenne 

f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

Fonction de prédiction:

Par ex: g(x) = �x+ 30

<latexit sha1_base64="7OtdijpGoGEB/HlmCUDAQPgRbMo="></latexit>

f(x) = 1(g(x) � 0) = 1(�x+ 30 � 0) = 1(x  30)

<latexit sha1_base64="Z6u9PQI8HB4pAldQP6DcIp5Aj7o="></latexit>

On peut par exemple considérer la famille des fonctions linéaires: g(x) = �1x+ �0

<latexit sha1_base64="6O63J8IPkiyVFgD7oleGtAbjMAg="></latexit>

On dit que g est paramétrée par � = (�0,�1)
>

<latexit sha1_base64="4oXuGlbo8mSoFteV/UnVXts5988="></latexit>

Comment choisir H ?Apprentissage supervisé
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séparateur linéaire en dimension 1 

On considère une seule variable “x = Months” qui donne la durée du contrat:

Chercher la meilleure f = chercher le meilleur �:

<latexit sha1_base64="gP+/NbDNQRxczOKA/AeS2QMc1cA="></latexit>

Ainsi, H = {f : x 7! 1(�1x+ �0 � 0),�0,�1 2 R}

<latexit sha1_base64="2ght68hHwDHBYStytg6nTSeRrJM="></latexit>

min
�2R2

1

n

nX

i=1

L(1{�1xi+�0�0}, yi)

<latexit sha1_base64="bRiBhAOIpEf0RglDPRYSC/9QwQk="></latexit>

Apprentissage supervisé



On considère une deux variables: “Months” et “MonthlyCharges”:

Quelle serait la fonction paramétrée g la plus simple ici ?

f(x) = 1g(x)�0

<latexit sha1_base64="TMoAYHsjadSlaCBqkzadJqOvUFU="></latexit>

x = (x1,x2)

<latexit sha1_base64="yHNENr5+ZH3RPMRru8DZ1XpHR8Q="></latexit>

g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2, ↵,�1,�2 2 R

<latexit sha1_base64="RdoxEpDEBQqK2zO1m/LXMPh/zj8="></latexit>

g(x) = ↵+ h�,xi, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="40K4WgZHdvkfz9cWZfRHoCfpKnA="></latexit>

À quoi ressemble l’ensemble des fonctions g graphiquement ?

g(x) = ↵+ �>x, ↵ 2 R,� 2 R2

<latexit sha1_base64="39cqXcebUQLTLBERTU7ESKZAA80="></latexit>

On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2

min
↵2R,�2R2

nX

i=1

L(1{↵+�>xi�0}, yi)

<latexit sha1_base64="e1OgfzzKGwHh8HbY/9wia6IODS0="></latexit>

Apprentissage supervisé



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2Apprentissage supervisé



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2Apprentissage supervisé



On considère g : x 7! �>x. Étudions ses courbes de niveaux, c-à-d pour c 2 R les ensembles: {x|g(x) = c}.

<latexit sha1_base64="gI/SQ0Ikb4+pqX+TmIJ8NC5yX0U="></latexit>

Exemple avec � = (1, 0.5)> et c = 0.

<latexit sha1_base64="ogjGXMOmURLdQvzyQYGrUqNPqNA="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="jIWvgC8FcYlDlkCWMISJte4zRIc="></latexit>

Quels sont les x tels que �>x = 0 ?

<latexit sha1_base64="dwmxEclb/CxMk5VQAyVJeLtGWQM="></latexit>

Tous les vecteurs orthogonaux à �.

<latexit sha1_base64="8+KYgKTsV1Ivk1BvPNAZs+UEkRY="></latexit>

{x 2 R2|�>x = 0} est la droite perpendiculaire à �.

<latexit sha1_base64="NXJcACQXQ/+2cP8BPcrB3/s2ulw="></latexit>

g(x
)
=
0

<latexit sha1_base64="j+uYmcIw5sMMBuW7898jgimzeUA="></latexit>

(D) à droite de (D), �>x > 0

<latexit sha1_base64="ZdK14wlCKGJFNclZu9mNDP0XZ/I="></latexit>

g(x) > 0

<latexit sha1_base64="Vd9w/GoT6cHfZBeN4oopYNC7KLk="></latexit>

à gauche de (D), �>x < 0

<latexit sha1_base64="TU+qPxFhLRhnx9O96f4eIKhPeYw="></latexit>

g(x) < 0

<latexit sha1_base64="uEgOQnAI6iWxcAANfE4utHznXuM="></latexit>

et si c = 1 ? ou c = �1 ?

<latexit sha1_base64="xoAUUaz/DZwHdwe/kuK0RgxFF9k="></latexit>

g(x
)
=
1

<latexit sha1_base64="vpKhanMto04QCnccxhQTk9jZZrE="></latexit>

g(x
)
=
�
1

<latexit sha1_base64="C4XqoDc6QXJG6YuUjbv7zEOGQzk="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2Apprentissage supervisé



�

<latexit sha1_base64="HIsJipwDzPPgQaQ5vjZ7quey9K0="></latexit>

Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2Apprentissage supervisé



Comment change la fonction de prédiction f : 1{↵+�>x�0} en fonction de ↵ et � ?

<latexit sha1_base64="4AFdFY7iHfhe7MzZm1lmKmqg7MI="></latexit>

↵ = 0, � varie:

<latexit sha1_base64="ssuAdPbH9H5AgTZx8UwwmEJSobc="></latexit>

↵ varie, � = [1, 1]:

<latexit sha1_base64="xpfPjkS8j8s7oBwZoErLk/2dphQ="></latexit>

séparateur linéaire en dimension 2Apprentissage supervisé



séparateur linéaire en dimension 2

min
↵2R,�2R2

nX

i=1

L(1{↵+�>xi�0}, yi)

<latexit sha1_base64="e1OgfzzKGwHh8HbY/9wia6IODS0="></latexit>

Apprentissage supervisé
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Et si on utilise trois variables: g(x) = ↵+ �1x
1 + �2x

2 + �3x
3, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="cWDvhFtvsMJyR1ZNWicEBXuoWJU="></latexit>

g(x) = ↵+ �>x, ↵,� 2 R3

<latexit sha1_base64="shzItjOXcU+ABSbmVw1kOnaNmLo="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

En dimension d: g(x) = ↵+ �>x, � 2 Rd

<latexit sha1_base64="QiZMjGnfa6V/HcjO1kvnveUprs8="></latexit>

Que forment les x tels que {g(x) = 0}?

<latexit sha1_base64="9zeYtFzR6r10pJ+UUKNbKLKRnGk="></latexit>

Un espace de dimension d-1: un hyperplan

séparateur linéaire en dimension dApprentissage supervisé
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Comment choisir la loss ?

↵+ �>x1 = 140.23

<latexit sha1_base64="10P8ByQalAjK4i8P9t8jyk7vkVE="></latexit>

↵+ �>x2 = 0.1

<latexit sha1_base64="Z8wNAnkP8RdOZvKMV0TMJCIoCTs="></latexit>

Supposons on a deux observations x1,x2 avec le vrai label y1 = y2 = 1 et:

<latexit sha1_base64="4UHPgYMlAPfzCA3StWC9GJDFuU8="></latexit>

Quelle est la loss associée L(f(xi), yi) à chacune de ces prédictions ?

<latexit sha1_base64="I37TDJMORx5hEL2oo+oFaUauIjQ="></latexit>

Les prédictions sont données par f(xi) = 1(↵+ �>xi � 0) = 1

<latexit sha1_base64="HzTe3g0jkbCOwf3U7mpo8crkFeE="></latexit>

La prédiction est correcte: la loss est 0 dans les deux cas !

<latexit sha1_base64="I2cVEZaX7toYM5ti9Ijh/RMPXGM="></latexit>

Or on aimerait un modèle où la prédiction de x1 est plus confiante que x2

<latexit sha1_base64="H5sbhxAgBUrbbC9QAEFreA7BqsY="></latexit>

Idée: transformer le score ↵+ �>xi en une probabilité

<latexit sha1_base64="PliJ5xeapHYsf6UbFenP5MVP+9U="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

↵+ �>xi = 0.24 ) P(yi = 1|xi) = 0.51

<latexit sha1_base64="aebydy0nImQMT+E7OznmICQRm74="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

↵+ �>xi = 0.24 ) P(yi = 1|xi) = 0.51

<latexit sha1_base64="aebydy0nImQMT+E7OznmICQRm74="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

↵+ �>xi = �146.5 ) P(yi = 1|xi) = 0.001

<latexit sha1_base64="BNSJ2nfvRIRNPJ4JTWqRlq6V0Oo="></latexit>

↵+ �>xi = �946.5 ) P(yi = 1|xi) = 0.001

<latexit sha1_base64="laDES71WLpnKAeIGqq2EhQiNZ5c="></latexit>

Apprentissage supervisé
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On peut utiliser la fonction sigmoid: � : t 7! exp(t)
1+exp(t)

<latexit sha1_base64="hpu3WWUqAP/peabjDvajxirM1U8="></latexit>

Et on modélise les probabilités: P(yi = 1|xi) = �(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="NaFLvrtVGgc7qWQatMJ33wXNIu4="></latexit>

�(+1) = 1

<latexit sha1_base64="JAuwbqQW8rTC0A7Gk77J6zsA1iA="></latexit>

�(�1) = 0

<latexit sha1_base64="TW1WTkCbg+IiM7LisDCtTsmvKKw="></latexit>

�(0) =
1

2

<latexit sha1_base64="USR3qK8T2G2NYqCZcebMBYKrc0c="></latexit>

Au lieu d’avoir des prédictions binaires uniquement, nous avons des probabilités pi = �(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="gFwhDK+tWVl881sQVSqdpEsWbtc="></latexit>

Comment choisir la loss ?Apprentissage supervisé
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On veut comparer les pi et les yi avec une loss L. Comment doit-elle se comporter selon les cas suivants:

<latexit sha1_base64="dLiE4hcQRj4Ke1foLloSkfip908="></latexit>

yi = 1

<latexit sha1_base64="N7IsZdE8vKzaFkzOvQiBXV9MJWY="></latexit>

et (a) pi ! 1

<latexit sha1_base64="FgvzP7z0F6/yGC+eK2KEiFYvT90="></latexit>

Perte L(pi, yi) !

<latexit sha1_base64="ZgDy43jW64+d1KGQ1/Q3fAQITCE="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

(b) pi ! 0

<latexit sha1_base64="smLlWoi6vOKS5F/0IUEp9QFXUJA="></latexit>

Perte L(pi, yi) !

<latexit sha1_base64="ZgDy43jW64+d1KGQ1/Q3fAQITCE="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="cWwXNu+Up3QKy9EyIvvctg30LW8="></latexit>

+1

<latexit sha1_base64="cDdFPXLrWrHzOLuv+CR60qFZ9xw="></latexit>

Quelle fonction L(pi, 1) vérifie cela ?

<latexit sha1_base64="JhIFKPtjwP9nZ5AyD6/xpU+C3NA="></latexit>

yi = 0

<latexit sha1_base64="fVQa2WY77SbA5e6UsqltCColT6E="></latexit>

et
(a)
(b)

pi ! 1

<latexit sha1_base64="FgvzP7z0F6/yGC+eK2KEiFYvT90="></latexit>

Perte L(pi, yi) !

<latexit sha1_base64="ZgDy43jW64+d1KGQ1/Q3fAQITCE="></latexit>

pi ! 0

<latexit sha1_base64="smLlWoi6vOKS5F/0IUEp9QFXUJA="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

Perte L(pi, yi) !

<latexit sha1_base64="ZgDy43jW64+d1KGQ1/Q3fAQITCE="></latexit>

↵+ �>xi = 1044.2 ) P(yi = 1|xi) = 0.999

<latexit sha1_base64="xBwg9XIjSDwjcsqprc7oLVtpfqI="></latexit>

+1

<latexit sha1_base64="cDdFPXLrWrHzOLuv+CR60qFZ9xw="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="cWwXNu+Up3QKy9EyIvvctg30LW8="></latexit>

� log(pi)

<latexit sha1_base64="qecfnmVEqBlqbo/zPpgo1GV3TVo="></latexit>

Quelle fonction L(pi, 0) vérifie cela ?

<latexit sha1_base64="diV1v/w3IuznN2b0g86VkiFiG4w="></latexit>

Comment peut-on unifier les deux et définir L(pi, yi) ?

<latexit sha1_base64="8w3vfGZ2clBBB6Ss0phhbgrDXdA="></latexit>

L(pi, yi) = �yi log(pi)� (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="yk+nClyaUw9WoL8S4B4SbanFxN8="></latexit>

Cross-entropy loss

� log(1� pi)

<latexit sha1_base64="05WkUFsBumSZZDafqr8FSndrB9A="></latexit>

Comment choisir la loss ?Apprentissage supervisé
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Régression logistique

Modèle de régression logistique

Au lieu d’avoir des prédictions binaires uniquement, nous avons des probabilités pi = �(↵+ �>xi)

<latexit sha1_base64="gFwhDK+tWVl881sQVSqdpEsWbtc="></latexit>

On peut utiliser la fonction sigmoid: � : t 7! exp(t)
1+exp(t)

<latexit sha1_base64="hpu3WWUqAP/peabjDvajxirM1U8="></latexit>

L(pi, yi) = �yi log(pi)� (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="yk+nClyaUw9WoL8S4B4SbanFxN8="></latexit>

sigmoid / logistic 
function min

↵2R,�2Rd

1

n

nX

i=1

L(pi, yi)

<latexit sha1_base64="CO8krej6xc7XgvABSytNKDr4ueY="></latexit>

Optimisation numérique

↵?,�?

<latexit sha1_base64="H6oFlgfurow/y+NFyV25kr1vS9c="></latexit>

Cette optimisation est l’étape d’apprentissage ou d’entraînement
“learning” / “training” / “data fitting”

Apprentissage supervisé
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Model evaluation

“Training” data

Optimisation faite sur (x1, y1), . . . , (xn, yn)

<latexit sha1_base64="yPCEoghBk/XmjqI2iQtd3eOVTmo="></latexit>

x1

<latexit sha1_base64="zUhF98QN3HyDs+dCszq9DuHKsDI="></latexit>

xn

<latexit sha1_base64="XO9U5r/zrlaBv2Z+YiRBuyBJYME="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

“Training” “Learned” f*

predictions true labels

f?(x1)

<latexit sha1_base64="jiSmTwMYZ8ycqdwgOYjPrQIaZRk="></latexit>

f?(xn)

<latexit sha1_base64="HpFSt+r4nBcbMBqNbzdM2MN37nI="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

Comment évaluer 
ces prédictions ?

f?(x0
m)

<latexit sha1_base64="iJG76F3GMh+aCziKXnIlrsC7CNg="></latexit>

y0m

<latexit sha1_base64="PiO+c7qChBKIZK1ftFDTJcye3Rg="></latexit>

Il faut évaluer la performance du modèle sur des données 
nouvelles non vues à l’entraînement: “Test data”

predictions true labels

y01

<latexit sha1_base64="KMB9WG8puNJTwxN0kEGAer1jU0M="></latexit>

f?(x0
1)

<latexit sha1_base64="BFHIO+pSXEC6MJu3n67l9rm1zoY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

“Test” error

La train error est optimisée: on a littéralement 
cherché la meilleure fonction telle que

f(xi) = yi

<latexit sha1_base64="g7bojBda6KbgVyZG/ubm6Qvzu5Q="></latexit>

1

n

nX

i=1

1(f?(xi) 6= yi)

<latexit sha1_base64="Lkmb66ameqBPRwzy679VUq5p0Rc="></latexit>

“Train” error

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

Et si les données ressemblent à ceci ?
Aucune fonction linéaire ne peut séparer les classes

�1

<latexit sha1_base64="JJpyl8XUBFTySqdVntX2RwBDNLo="></latexit>

x
> �

1 +
↵ 1

=
0

<latexit sha1_base64="YcmihERDqrs/BrsxHEr3l8eFUKw="></latexit>

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

x
> �

1 +
↵1

>
0

<latexit sha1_base64="fhNdicK3hd1NZl5oQp6txckJw6Y="></latexit>

x
> �

1 +
↵ 1

<
0

<latexit sha1_base64="thipNTp+iOJxiwwEaRHysHrn0t4="></latexit>

Idée: “combiner” plusieurs fonctions linéaires

1. Prendre des x dans R2 et étudier les signes possibles de z1, z2.

2. Comment peut-on prédire Y = 1 à partir des zi ?

<latexit sha1_base64="afpaK6Vb+ffkLoWRb70ZL5q76/o="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="ym6izRxVgFE5rH+bkKjLWrqXdok="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2

=
0

<latexit sha1_base64="KZ4yDzW+UMrPHBnXq2ovFcC2CbI="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2

<
0

<latexit sha1_base64="HU+inSS3dJ70E8RqjIfHQOt/agc="></latexit>

x
> �

2 +
↵ 2
>
0

<latexit sha1_base64="GwlBd6ediWjiFDojUBgipVpUtVk="></latexit>

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

Surfaces des hyperplans z1, z2

<latexit sha1_base64="Hz0yjU84pBZ440oX+WNe2qnsgGc="></latexit>

Surface de max(z1, z2)

<latexit sha1_base64="l1c16Bm08B1PL7DO0Rl/qq4Deck="></latexit>

Prédire Y = 1 si l’un des zi est positif , max(z1, z2) > 0

<latexit sha1_base64="rfOysc7tAXuFwzGrwUQl2enDEl8="></latexit>

f↵,�(x) = 1{max(x>�1+↵1,x>�2+↵2)>0}

<latexit sha1_base64="lXYxf2pH+xXXfzUojqh5GjMM3zQ="></latexit>

Comment entrâıner ce modèle, c-à-d optimiser ↵,� ?

<latexit sha1_base64="JWv58I0e0owfK4JIRpv6VofaLL0="></latexit>

Comme la régression logistique: min
↵2R,�2Rd

�
nX

i=1

yi log(pi) + (1� yi) log(1� pi)

<latexit sha1_base64="R5RVZ0QS6zJCjXa1yT+0GAaOS2o="></latexit>

pi
def
= P↵,�(Y = 1|xi) = sigmoid(max(x>

i �
1 + ↵1,x

>
i �

2 + ↵2))

<latexit sha1_base64="C+Y+W05XDi9jYYvLnApACYOBNZw="></latexit>

+

Linear functions

Non-linearity

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

Comment adapter ce modèle à des données plus complexes ? 

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

Comment adapter ce modèle à des données plus complexes ? 

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

z2
def
= x>�2 + ↵2

<latexit sha1_base64="QKAUzhrbFtO3f1pNShQf9bW+4eg="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

En pratique, ce modèle ne fonctionne pas pour ces données complexes. Pourquoi à votre avis ?

Idée: z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="2n/fHvbFe6RBHUhrCZdHQUm3wto="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="Wue1bHl1TB6L5eQyXltPnLow+lY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

z1
def
= x>�1 + ↵1

<latexit sha1_base64="hB5zI2emqfFe8sJGCREnzRbq+9k="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

zp
def
= x>�p + ↵p

<latexit sha1_base64="DPIMRDmVcWBBkdeT1geCcZrA0aM="></latexit>

Linéarités

max(z1, . . . , zp)

<latexit sha1_base64="FffVFQ9J7YT5AmdtjaoToX7fr/k="></latexit>

non-linéarité

sigmoid

1. On n’utilise qu’une seule non-linéarité


2. Elle est fixée par la fonction max: on ne l’apprend pas

1. Appliquer plusieurs non-linéarités h plus tôt

2. Combiner les zj linéairement avec wj à optimiser

<latexit sha1_base64="aJ7IG0xdW8cXXCKKDibw0AWVuEg="></latexit>

pX

j=1

!jzj + !0

<latexit sha1_base64="lj8C2wwKxubk7xP5T0YYXL7FobA="></latexit>

sigmoid

1. Appliquer plusieurs non-linéarités h plus tôt

2. Combiner les zj linéairement avec wj à optimiser

<latexit sha1_base64="aJ7IG0xdW8cXXCKKDibw0AWVuEg="></latexit>

Il faudrait donc: utiliser plusieurs non-linéarités simples + les combiner pour apprendre des fonctions non-linéaires complexes

Apprentissage supervisé
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Intro to neural nets

Quelle est la fonction non-linéaire h la plus simple possible ?

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

h(x) = max(x, 0)

<latexit sha1_base64="LZWKXkyeQ97PghMttAYoaQn5qFQ="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

sigmoid(
pX

j=1

!jzj + !0)

<latexit sha1_base64="2Ktj1tZ/ze5C2SStwgpFkGqOM9g="></latexit>

= sigmoid(z>! + !0)

<latexit sha1_base64="8SOjesacB7E25NTHLrStweW2tTA="></latexit>

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

= sigmoid(z>! + !0)

<latexit sha1_base64="8SOjesacB7E25NTHLrStweW2tTA="></latexit>

On représente ce type de modèle sous forme de graphe avec des “unités” 
de calcul simples: fonction linéaire + non-linéarité. Unité = un neurone:

Output layer

Hidden layer

Input layer

ReLU: Rectified Linear Unit

Réseau de neurones à une couche cachée

Apprentissage supervisé
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neural nets
On peut augmenter la complexité du modèle à l’infini…

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

Output layerHidden layer 1Input layer

�1, ⌧1

<latexit sha1_base64="uoO5gH0FwNYXJ4eIsDTxmQGyCL8="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�m, ⌧m

<latexit sha1_base64="CPYTVrH/QnfdAuzrMyXWFT9IHeY="></latexit>

�1, µ1

<latexit sha1_base64="vQ/Dx11oUIneghevxCiZdr1qcYI="></latexit>

v1
def
= h(c>�1 + µ1)

<latexit sha1_base64="wZ4iw3VtcEUcuRuUmi8VjXQFh7o="></latexit>

vk
def
= h(c>�k + µk)

<latexit sha1_base64="Zh+fE95dxUYZLgsS0OcticI/Jrw="></latexit>

= sigmoid(v>! + !0)

<latexit sha1_base64="iAdMyCnp2e4rnFwFKYu5h5fNFgU="></latexit>

Hidden layer L...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer 2

“Deep learning” = beaucoup de layers

Apprentissage supervisé

x 2 Rd

<latexit sha1_base64="sMjnW0Dg9iCxf6OdwEVc0nDYW7o="></latexit>

�k, µk

<latexit sha1_base64="Kxf5GLMfd8h3ibyknemkv426wBY="></latexit>

La dimension de chaque couche = le nombre de neurones

d
p m k 1

La profondeur du réseau = le nombre de layers

la non-lineárité h est appelée: fonction d’activation
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neural nets
On peut augmenter la complexité du modèle à l’infini…

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�p,↵p

<latexit sha1_base64="5unoFc9m6IfCMQSgzjJ4tnbhesk="></latexit>

�1,↵1

<latexit sha1_base64="osFQtsUIWbYNfvCZWonoyJlKMUU="></latexit>

!p,!0

<latexit sha1_base64="04+27QMYU1hMltdYOhPmhO3pL3s="></latexit>

z1
def
= h(x>�1 + ↵1)

<latexit sha1_base64="zXbmrlo7VIMY3vTeUVUky8LZvH8="></latexit>

zp
def
= h(x>�p + ↵p)

<latexit sha1_base64="W37I10vM9cbfLSfk1KANH3FPlXQ="></latexit>

zj
def
= h(x>�j + ↵j)

<latexit sha1_base64="AfCDbPj9mLdZVXjyYlRXE5yI7Ws="></latexit>

Output layerHidden layer 1Input layer

�1, ⌧1

<latexit sha1_base64="uoO5gH0FwNYXJ4eIsDTxmQGyCL8="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

�m, ⌧m

<latexit sha1_base64="CPYTVrH/QnfdAuzrMyXWFT9IHeY="></latexit>

�1, µ1

<latexit sha1_base64="vQ/Dx11oUIneghevxCiZdr1qcYI="></latexit>

v1
def
= h(c>�1 + µ1)

<latexit sha1_base64="wZ4iw3VtcEUcuRuUmi8VjXQFh7o="></latexit>

vk
def
= h(c>�k + µk)

<latexit sha1_base64="Zh+fE95dxUYZLgsS0OcticI/Jrw="></latexit>

= sigmoid(v>! + !0)

<latexit sha1_base64="iAdMyCnp2e4rnFwFKYu5h5fNFgU="></latexit>

Hidden layer L...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer 2
Deep neural networks = many layers / many neurons

Apprentissage supervisé

x 2 Rd

<latexit sha1_base64="sMjnW0Dg9iCxf6OdwEVc0nDYW7o="></latexit>

Comment peut-on définir l’output du Hidden layer 1 (z 2 Rp
) en une seule équation ?

<latexit sha1_base64="6UFQOHo+EAMFjncGYfZ3ywAJow0="></latexit>

�k, µk

<latexit sha1_base64="Kxf5GLMfd8h3ibyknemkv426wBY="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

,

<latexit sha1_base64="DEjkKZLb3p/K8FZFbO4iVir9B9c="></latexit>

h appliquée element-wise (numpy style)

<latexit sha1_base64="im+vla6k1V9KUX96ZP9Ft9ZlD+4="></latexit>

z1 = h(�1
>x+ ↵1)

<latexit sha1_base64="ILgHcAd/z6Au5rS+CDg4URfHdOw="></latexit>

zp = h(�p
>x+ ↵p)

<latexit sha1_base64="nUeCJi0scxmgTtMaEQ145yT6P9E="></latexit>

z = h(Wx0 + ↵)

<latexit sha1_base64="QEPFdr1XN4VIoLsY87FCzskI0Sc="></latexit>

h

0

B@

2

64
� �>

1 �
...

� �>
p �

3

75

2

4x

3

5+

2

64
↵1
...
↵p

3

75

1

CA

<latexit sha1_base64="aCFStyZFbxFRUg53zGSRdBrMwyE="></latexit>

↵ 2 Rp

<latexit sha1_base64="KF7M1my7Bi/O9zo+XMdxmHnqMU0="></latexit>

Weights

bias 

= h(Bx+↵)

<latexit sha1_base64="N5y+T3jzSXm+hMFHUdsOu3Rg98M="></latexit>

B 2 Rp⇥d

<latexit sha1_base64="ev20cQyqnkEBP6UaekSyAGVLnNw="></latexit>
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Training neural nets

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

Output layerHidden layer 1Input layer

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer L

Apprentissage supervisé

h(WLzL�1 + bL) ! zL

<latexit sha1_base64="6ymhe2QWjxqOqdq1DDKry3IVdUA="></latexit>

h(W 1x+ b1) ! z1

<latexit sha1_base64="et6fahpJ0I4Q41lbofrVU2WAmyo="></latexit>

2 Rk

<latexit sha1_base64="4JmmvigT7ezVEkDzp1RvlqTz+3M="></latexit>

sigmoid(w>
L+1zL + bL+1)

<latexit sha1_base64="kpv10Syc9T5iXLel9zq/EUH1k4U="></latexit>

Comme avec la régression logistique, on “apprend” les paramètres en minimisant la cross-entropy loss:

min
W 1,...WL+1

b1,...,bL+1

1

n

nX

i=1

L(pi, yi)

<latexit sha1_base64="NeezWMAbeKFSwdGHeGza4V/JuYw="></latexit>

pi
def
= f(xi)

<latexit sha1_base64="RU7gL1q7Uiserom4Ym2M9o9SxZk="></latexit>

x1

<latexit sha1_base64="zUhF98QN3HyDs+dCszq9DuHKsDI="></latexit>

xn

<latexit sha1_base64="XO9U5r/zrlaBv2Z+YiRBuyBJYME="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

y1

<latexit sha1_base64="j5QupuJkFmrt3W0HY30fnskHQ1s="></latexit>

...

<latexit sha1_base64="M4qcFi0THw7iapOAtN+OKwX2wL4="></latexit>

yn

<latexit sha1_base64="SQk4o7hhRUDDuch4T3WyJg/0jOM="></latexit>

Avec un dataset
2 [0, 1]

<latexit sha1_base64="e1D9xa8rlOUnWQjmI17O6xIwRGw="></latexit>

On modélise P(yi = 1|xi) = f(xi)

<latexit sha1_base64="4XZy0MxLweOfP/coir3geyfde7Y="></latexit>

On suppose que les yi 2 R (Problème de régression) comment doit-on modifier le modèle ?

<latexit sha1_base64="suXif7pspFvwTIi8NDRTFoQS744="></latexit>
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Jusqu’à présent nous avons considéré la classification binaire uniquement: deux classes (0 / 1)
en modélisant P(yi = 1|xi) = f(xi)

<latexit sha1_base64="JkY/c7QQYkt6rSB474xq0KclDfY="></latexit>

Comment généraliser pour K > 2 classes:  yi 2 {0, 1, . . . ,K � 1}

<latexit sha1_base64="vYYaQrUHczvhgksUGdiL7NDHx/A="></latexit>

?

Nous avons défini f telle que son output soit dans [0, 1]

Pour prédire la classe de xi, il faut calculer la probabilité de chaque classe: pi,k = P(yi = k|xi)

<latexit sha1_base64="6Cp1atTygRjMN+41kaJ0FBmmK70="></latexit>

Il faut modéliser la probabilité de chaque classe: pi,k = P(yi = k|xi) avec la contrainte
PK�1

k=0 pi,k = 1

<latexit sha1_base64="u8LVdmUoF4Az7hu5gGGbUzSG+LE="></latexit>

Ainsi, il faut avoir un vecteur de probabilités pi =

2

64
pi,0
...

pi,K�1

3

75

<latexit sha1_base64="3XngUdmZ17oYOvYZQ4lpiW6gIdE="></latexit>

Comment peut-on modifier l’output layer tel que f(x) soit un vecteur dans [0, 1]K sommant à 1 ?

<latexit sha1_base64="aISl3rSZTz42W1sqZyC6ZdGnUz4="></latexit>

Multi-class neural netsApprentissage supervisé
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x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

Output layerInput layer

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer L

h(WLzL�1 + bL) ! zL

<latexit sha1_base64="6ymhe2QWjxqOqdq1DDKry3IVdUA="></latexit>

2 R`

<latexit sha1_base64="9xY4CHhlb3GnKgWYZ+CBlV0INI0="></latexit>

Pour que f(x) soit un vecteur de dimension K, il faut avoir K neurones dans la dernière couche:

WL+1zL + bL+1

<latexit sha1_base64="GMaTeGIZDN3ptHDTL2UiO1tHa8M="></latexit>

WL+1 2 RK⇥`

<latexit sha1_base64="I1i5Cxo2Wh0K3dDmFyde1BRdrO0="></latexit>

= zL+1

<latexit sha1_base64="rudI7GAAPdz5hOpfgTPKPI3MkK4="></latexit>

2

64
z1
...

zK

3

75 7! u
def
=

2

64
exp(z1)

...
exp(zK)

3

75 2 RK
+

<latexit sha1_base64="e2CWBp0N7529NqqYzJytRvIPydU="></latexit>

Comment peut-on transformer un vecteur tel qu’il somme à 1 ?z 2 RK ! [0, 1]K

<latexit sha1_base64="1r4UuKrdMODZKQTqcHC8VqdENlU="></latexit>

Pour que u somme à 1, il 
suffit de diviser par la 
somme des exponentielles:

2

64
z1
...

zK

3

75 7! u
def
=

2

664

exp(z1)PK
k=1 exp(zk)

...
exp(zK)PK
k=1 exp(zk)

3

775 2 [0, 1]K

<latexit sha1_base64="6m1ttteQUxGZZszgZnb4JcKB4ms="></latexit>

la fonction softmax

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

Output layerInput layer

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer L

h(WLzL�1 + bL) ! zL

<latexit sha1_base64="6ymhe2QWjxqOqdq1DDKry3IVdUA="></latexit>

2 R`

<latexit sha1_base64="9xY4CHhlb3GnKgWYZ+CBlV0INI0="></latexit>

softmax(WL+1zL + bL+1)

<latexit sha1_base64="kroiHo6IBnue+Ha8ir4q/TH9PnI="></latexit>

Multi-class neural netsApprentissage supervisé

bL+1 2 RK

<latexit sha1_base64="XUFKrqwTu6HiiuEIEEDRZ8sGOs4="></latexit>
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x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

Output layerInput layer

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer L

h(WLzL�1 + bL) ! zL

<latexit sha1_base64="6ymhe2QWjxqOqdq1DDKry3IVdUA="></latexit>

2 R`

<latexit sha1_base64="9xY4CHhlb3GnKgWYZ+CBlV0INI0="></latexit>

softmax(WL+1zL + bL+1)

<latexit sha1_base64="kroiHo6IBnue+Ha8ir4q/TH9PnI="></latexit>

On veut que f(xi) corresponde au vecteur des probabilités

<latexit sha1_base64="TvUJo8GDOp0o+cgmGLndiN6J5dc="></latexit>

pi =

2

64
P(yi = 0|xi)

...
P(yi = K � 1|xi)

3

75

<latexit sha1_base64="bKFNGR7wEAIQXWzBe0S1Lx+HJN4="></latexit>

Pour comparer les pi aux yi, on transforme les labels en vecteurs de probabilités:

<latexit sha1_base64="NUDiw7WPtPxbrbMLuAtWiEWY5yE="></latexit>

Vecteurs “one-hot”

y = K � 1 ) y = [0, 0, . . . , 1]>

<latexit sha1_base64="jLlNR2SBUM9t+lNzKv2IJ5ohEJs="></latexit>

y = 1 ) y = [0, 1, . . . , 0]>

<latexit sha1_base64="IyHOaRe2LWqwCcOb1Vjnj4A4zCk="></latexit>

y = 0 ) y = [1, 0, . . . , 0]>

<latexit sha1_base64="pw7gL0wj1Y4OCm434Sp/F2FvPGI="></latexit>

Multi-class neural netsApprentissage supervisé

Cross-entropy

L(p,y) =
K�1X

k=0

�yk log(pk)

<latexit sha1_base64="diDRxQOJMxv0ZYhr31zgz4E0jdc="></latexit>
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Hidden layer embedding

x

<latexit sha1_base64="mM6mppKWgq5y2QCmqJroTcIlLJw="></latexit>

Output layer
Hidden layer 1Input layer

...

<latexit sha1_base64="uF8newk1GnAAIWoyxVWNPdaEbPk="></latexit>

Hidden layer L

On suppose que les poids sont optimisés et que le modèle a une excellente performance sur des données de test

Apprendre à classifier les g(xi) est-il plus facile ou plus di�cile que classifier les xi ?

<latexit sha1_base64="9OtBKv2OlmHHXVtM/ZRcgxW8CH0="></latexit>

Apprentissage supervisé

h(WLzL�1 + bL) ! zL

<latexit sha1_base64="6ymhe2QWjxqOqdq1DDKry3IVdUA="></latexit>

h(W 1x+ b1) ! z1

<latexit sha1_base64="et6fahpJ0I4Q41lbofrVU2WAmyo="></latexit>

Plus facile: car une simple régression logistique (output layer) a suffi pour les classifier: ils sont forcément linéairement séparables

g(xi) est donc un excellent embedding (représentation vectorielle) de xi

<latexit sha1_base64="O30muPoq+7S9G8lo5G6AytlAtt8="></latexit>

sigmoid(w>
L+1zL + bL+1)

<latexit sha1_base64="kpv10Syc9T5iXLel9zq/EUH1k4U="></latexit>

2 R`

<latexit sha1_base64="9xY4CHhlb3GnKgWYZ+CBlV0INI0="></latexit>

g
On définit la transformation g des données en s’arrêtant à au dernier hidden layer: g : Rd ! R` ` < d

<latexit sha1_base64="zIAbe1pruojnKp3zQ1Hd8SkVQJw="></latexit>

ou
softmax(WL+1zL + bL+1)

<latexit sha1_base64="kroiHo6IBnue+Ha8ir4q/TH9PnI="></latexit>

L’output layer est souvent appelé “classification head”


